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M1 - Mathématiques
Algebre & Géométrie

Examen de rattrapage
corrigé

1l sera tenu compte de la présentation et de la clarté de la rédaction. Toute réponse devra étre justifiée.
Les calculatrices, les téléphones portables et les documents sont rigoureusement interdits.
Le baréme n’est indiqué qu’a titre indicatif, et pourra étre éventuellement modifié.
L’épreuve dure trois heures.

Exercice 1.
1. (a) Si(ey,...,e,) estune base pour un K—espace vectoriel E, alors sa base duale est la base (e}, .., e;) de
E* = L(E,K) définie par e;(e;) = 1 sii = jet 0 sinon.
(b) Soit & un espace affine dirigé par E. Un sous-espace affine de & est un sous-ensemnle de & de la forme

- = N .
xo+ F :={xo+ u | u € F}, ou F est un sous-espace vectoriel de E.

(c) Soit D une droite projective sur un corps K et a,b,c,d € D quatre points tels que a, b et ¢ sont
deux a deux distincts. Le birapport [a, b, ¢, d] est définie comme f(d), ol f est I’'unique homographie
f: D — KP' envoyant a sur co, bsur O et ¢ sur 1.

2. Soit P(E) un plan projectif. Soit D; # D, c P(E) deux droites projectives et aj, by, c; € D1\Ds etay, by, ¢ €
D, \ Dy. Pour tous i # j € {1,2,3}, on note d;; I'intersection de (a;b;) et (a;b;). Alors les points di,, d»3 et
d3) sont alignés.

3. Si f et g sont colinéaires, il est clair qu’elles ont la méme projectivisé.

Réciproquement, supposons que P(f) = P(g). Alors, pour tout x € E \ {0}, il existe 1, € K* tel que
g(x) = A, f(x). En fixant xy € E \ {0}, il s’agit donc de montrer que A, = A, pour tout x € E \ {0}.

Si x = pxo, alors A, f(x) = g(x) = ug(xo) = pdy, f(x0) = Ay, f(x) et donc Ay = Ay,

Si x et xy sont linéairement indépendants, alors A, f(x)+ A4y, f(x0) = g(x)+g(x0) = g(x+x0) = Apsx, f(x+x0) =
Axrxg J(X) + Aty f(x0). Mais comme f est injective, f(x) et f(xp) sont également linéairement indépendant,
etonad, = Ayyy, = Ay,

4. Si h est une involution, alors, pour tout i € {1, 2, 3}, on a par invariance du birapport
[a1, a2, a3, h(a))] = [h(ar), h(az), h(as), h*(a;)] = [h(ar), h(az), h(as), ai].
Réciproquement, si pour tout i € {1,2,3} on a [ay, a, a3, h(a;)] = [h(a1), K(az), h(as), a;], alors on a
[h(ar), h(a), h(az), a;] = [a1, a2, a3, h(a)] = [h(ar), h(az), h(as), K*(ay)],
ce qui implique que 4*(a;) = a;. Les applications 4> et Idp coincident donc sur une base projective, c’est

qu’elles sont égales. On a donc h? = Idp, et & est une involution.

Exercice 2.
1. 11 suffit de remarquer que I’application ¢ : E X E — K définie par ¢(x,y) = f(x)g(y) est bilinéaire et
vérifie r(x) = ¢(x, x). Lapplication ¢ n’est cependant pas la forme polaire de r car, en général, elle n’est pas
symétrique. Il faut donc symétriser ¢, et cela donne ¢, (x,y) = %( F0g) + fOg(x)).



2.

3.

(a) Supposons par 1’absurde que Ker(f) = Ker(g) =: F C E. Alors, f et g étant des formes linéaires,
elles sont de rang au plus 1, et donc F est soit égal a E, soit un hyperplan. Dans le premier cas, on
a f = g = 0. Dans le second cas, on fixe uy € E \ F; pour des raisons de dimension, on a alors
E = FoKug et f et g sont donc completement déterminées par leurs valeurs (non nulle) en uy. Mais
de fait, on a alors f = %g. Dans les deux cas, cela contredit le fait que f et g soient linéairement
indépendants.

(b) Pour le cone isotrope, on a r(x) = f(x)g(x) = 0 ssi f(x) ou g(x) = 0. On a donc Cone(r) = Ker(f) U
Ker(g).
Montrons maintenant que Ker(r) = Ker(f) N Ker(g). Pour cela, supposons que x € E soit dans le
noyau de r. Comme f et g sont linéairement indépendants, aucune n’est nulle et donc Ker(f) et Ker(g)
sont deux hyperplans. De plus, d’apres la question précédente, Ker(f) # Ker(g), on peut donc trouver
xs € Ker(f) \ Ker(g). Par dédfinition du noyau de r, on a alors ¢,(x, x¢) = %( F0g(xp) + f(xp)gx) =
‘# f(x) =0 avec @ # 0. On en déduit que f(x) = 0 et donc x € Ker(f). En échangeant les rdles de
f et g, on obtient de méme que x € Ker(g). Au final, x € Ker(f) N Ker(g). Réciproquement, il est clair
que si x € Ker(f) N Ker(g), alors x € Ker(r).

(c) Le noyau de r est I'intersection de deux hyperplans distincts, c’est donc un espace de dimension n — 2.
Le rang de r vaut donc 2.

De fait, dans le cas K = R, les signatures possibles sont (2, 0), (1, 1) ou (0, 2). Supposons par 1’absurde
que ce soit (2,0) ou (0,2). D’apres le théoreme d’inertie de Sylvester, il existe une base telle que
r(xi1,...,x,) = £(x] + x3) et le cone isotrope est alors I’ensemble {(xi,...,x,) € E | x; = x = 0},
c’est-a-dire un sous-espace vectoriel de dimension n — 2. Or on a vu dans la question précédente que
Cone(r) est une réunion d’hyperplan distincts, ce qui ne peut pas étre un sous-espace vectoriel. On en
déduit que la signature de r vaut (1, 1).

Si f et g ne sont pas linéairement indépendants, c’est soit que f ou g est nulle, soit qu’elles sont colinéaires.
Dans le premier cas, on a » = 0; on a alors Cone(r) = E = Ker(r) = E, rg(r) = 0 et o(r) = (0,0). Dans le
second cas,onar = /lfz; on a alors Cone(r) = Ker(r) = Ker(f), rg(r) = 1 et o(r) = (1,0) ou (0, 1) selon
que le coefficient A de proportionalité entre f et g est positif ou négatif.

(a) Par la méthode de Gauss, on trouve

q(x1, x2, X3) 3x% + 3x§ + 3x§ —2x1% — 2x2x3 — 2x3X1

2
= 3|xi—=x— =x3] + 20— Sxoxs + 43
= 1 32 3 2 243 3

3 3 3 2
1 1V o8 1\
= 3 (xl - g)(fg - §x3) + 3 (xz - §x3) + 2x§.

La signature vaut donc (3, 0) et g est donc définie positive.

(b) 1i. Ona
0 0 4 3 -1 -1
R=10 0 O et o= -1 3 -1
4 0 0 -1 -1 3
ii. Soit P la matrice de passage entre la base canonique et une base de diagonalisation simultanée.
On a donc
a 0 0 1 00
PRP=| 0 B 0 et POP=]10 1 0
0 0 vy 0 0 1

Si u est un vecteur de la nouvelle base, disons I'image par P du vecteur e; := (1,0, 0), alors P'Ru =
P'RPe; = we; et P'Qu = P'QPe; = e; etdonc P'(R—aQ)u = P'RPe; —aP'QPe; = aey—ae; = 0.



Exercice 3.

Or P' étant inversible, on en déduit que u € Ker(R — Q). Le noyau de de R — aQ est donc non
trivial et det(R — aQ) = 0.

iii. Pour déterminer une base de diagonalisation simultanée pour r et g, il suffit donc de trouver les
racines du polynome det(R — uP) = 0 et, pour chacune de ces racines p, trouver un vecteur dans
le noyau de R — o P. Enfin, il faudra renormaliser les vecteurs pour qu’ils soient de norme 1 pour
q.

Apres calcul, on trouve det(R — uP) = 16u(u + 1)(u — 3) dont les racines sont 0, —1 et 3. On trouve
ensuite que Ker(R) = R.(0,1,0), Ker(R + P) = R.(-1,0,1) et Ker(R — 3P) = R.(3,2,3). Apres
normalisation, on trouve comme base de diagonalisation simultanée
1
2V2

1

(-1,0,1) Uy =
3 2\/6

1
ul%(O, 1,0) uy = (3,2,3).

1. Le crochet est toujours trivial.

—

c o e .. S, s S Sy S
2. (a) Le linéarisé d’une composition étant la composition des linéarisés, on a [f,g] = f o g o flog ' et

Exercice 4.
1.

(b)

(©)

()

— N — —
donc det([f, g]) = det( f)det(g) det(f~")det(g~!) = 1 > 0. Le crochet [ f, g] est donc positif.

Pour montrer que & := [f,g] est une translation, il suffit de montrer que sa linéarisé est I’identité.

En effet, en fixant xo € P, on aura alors, pour tout x € P, h(x) = x + x—>x0 + xoh(xg) + h(xg)h(x) =
I _ . B

X + xx0 + xoh(xp) + Xox = x + xoh(xp) et donc A est la translation par le vecteur xoh(xo).

Or, comme on ’a vu, le linéarisé d’un crochet est le crochet des linéarisés. Mais les linéarisées

d’isométries positives dans un plan affine sont des éléments de SO(2), lequel est abélien. D’apres

la question 1, on obtient bien le résultat voulu.

D’aprés la question (a), les crochets [a, b], [c,d], [e, f] et [g, k] sont positifs. mais comme composés

d’isométries, ce sont également des isométries. Ce sont des éléments de Isom™. D’apres la question (b),

[[a, bl, [c, d]] et [[e, fl, g, h]] sont donc des translations. Mais le groupe des translations est abélien,

donc d’apres la question 1, [[[a, bl, [c, d]], [[e, fl,lg, h]]] est I’identité.




(b)

(c) On commence par considérer la projection de D sur (bc) et de centre a. Cela envoie p sur p, g sur c,
rsur b et p’ sur p”’ := (0oa) N (bc). Les projections préservant le birapport, on obtient [p,q,r, p'] =
[p,c,b, p”’]. On considere ensuite la projection de (bc) sur D et de centre 0. Cela envoie p sur p, ¢ sur
r', bsur ¢’ et p” sur p’. Toujours par préservation du birapport, on obtient [p, ¢, b, p”’] = [p, 7', ¢, P’].
Par transitivité, on a bien [p,q,r, p’] = [p. ¥, ¢, P’

=z
P
)

(d) On sait que, pour tout a, b, c,d € D distincts, on a [a, b, c,d] = [d, ¢, b, a] (car 5= =

b™%d

question précédente, on en déduit que [p,q,r, p’l = [p. ¥, 4. p'] =[P, ¢ .7, p].
(e) Les points a, b et ¢ étant non alignés, les droites (ab), (bc) et (ca) sont distinctes, et les points p, g et r
sont donc deux a deux distincts. Ces derniers forment donc une base projective de D.
Le point o n’étant sur aucune des droites (ab), (bc) et (ca), les droites (oa), (ob) et (oc) sont toutes
distinctes, ce qui implique que les points p’, g’ et ' sont aussi deux a deux distincts. Ces derniers
forment donc également une base projective de D.
D’apres le théoreme fondamentale anglo-saxon de la géométrie projective, il existe donc une unique
homographie # : D — D envoyant p sur p’, g sur ¢’ et r sur r’. D’apres la question (d), on a de plus
[p,q,r, h(p)] = [h(p), h(q), h(r), p]; ce qui, d’apres la question 4. de I’exercice 1, implique que & est
involutive.

®

2. L’énoncé dual donne : On fixe un point d € RP? et trois droites A, B et C non concourrantes, dont aucune
ne contient d. On pose P la droite passant par d et B N C, Q la droite passant par d et C N A et R la droite
passant par d et A N B. Pour toute droite O ne contenant ni d, ni A N B, ni B N C, ni CN A il existe une
unique homographie involutive sur I’ensemble des doites passant par d (qui, par dualité, est bien une droite
projective) envoyant IP sur P, la droite passant par d et O N A, Q sur Q’, la droite passant par d et ONB, et R
sur R’, la droite passant par d et O N C. Autrement dit, si I’on fixe X n’importe quelle droite ne passant pas
par d et que ’on note p, g, r, p’, ¢’ et ¥’ les intersections de X avec, respectivement, P, Q, R, R’, Q" et R’,
alors il existe une unique homographie involutive envoyant p sur p’, g sur ¢’ et r sur r’.

3. L’énoncé réciproque donne : si # : D — D est une homographie involutive et que ’on note p’, ¢’ et r’ les
images, respectivement, de p, g et r poar h, alors les droites (ap’), (bq’) et (cr’) sont concourrantes.



Pour la montrer, on peut considérer r”’ := (br) N (cr’), 0 := (bqg’) N (cr’) et o’ = (ap’) N (cr’). Le but est donc
de montrer que 0 = o’. En considérant la projection de (cr’) sur D et de centre b, on obtient [c, ', 7", 0] =
[p,7,r,q’]. D’un autre coté, en considérant la projection de (cr’) sur D et de centre a, on obtient aussi
[e,r',r",0'] =[q,7,r, p’], ce qui par invariance du birapport par I’homographie involutive 4 donne encore
[e,r',r",0'] = [q',r, 7, p], ce qui par invariance du birapport par la permutation (a,b,c,d) — (d,c,b,a)
évoquée plus haut, donne enfin [¢, 7,7, 0’| = [p,r’,r,¢']. Au final, on a donc [c, 7', r”,0] = [c, ¥, 7", 0] et
donc o = 0o’.



