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Cours 2. Fonctions d’une variable réelle

Ce deuxieme cours de Mathématiques 1 du portail Marie Curie
étudie les propriétés des fonctions d’une variable réelle (appelées
également des fonctions numériques). Apres avoir rappelé les de-
finitions des fonctions usuelles (cos, sin, tan, exp, In, arcos, arcsin,
arctan, ...), déja étudiées au lycée, on étudiera la continuité et la
dérivabilité d’une fonction, ainsi que les opérations de composi-
tion de deux fonctions, et la recherche de la fonction réciproque
a une fonction donnée.

1. ’FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE

Une fonction f est un concept mathématique composé de trois
parties :
- un ensemble Ay, nommé le domaine de f,
- un ensemble By, nommé le co-domaine, ou ensemble cible de f,
- une regle d’association qui fait correspondre a chaque élément
x de I'ensemble Ay un élément f(z) de I'ensemble By.

Pour une fonction f, et un élément x € Ay, I'élément f(x)
s’appelle I'image de x, x étant un des antécédents de f(z) par la
fonction f.

Cette regle peut etre donné sous diverses formes :
- une liste, comme pour la fonction f ci-dessus :
domaine de f: Ay = {1, 2; 3},
co-domaine de f : By = R,
regle d’association de f : f(1) =1, f(2) =5, f(3) = 17,
- une formule explicite, comme pour la fonction g :
domaine de g : A, =R,
co-domaine de g : B, = R,
regle d’association de g : g(x) = 22,
- une ou plusieurs propriétés, comme pour la fonction arctan-
gente :
domaine d’arctangente : A,ictan = R,
co-domaine d’arctangente : Barctan = ] —5;
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regle d’arctangente : tan(arctan(z)) = x Vz € R, et

arctan(tan(z)) =z Vo € |-Z; 3.

‘Risque d’erreurs :‘

La regle d’association d’une fonction n’est pas la fonc-
tion elle-méme, mais seulement une partie de la fonc-
tion. On peux parler de ”la fonction z?”, uniquement si
on a préalablement indiqué qui sont le domaine et le co-
domaine de cette fonction. En particulier, la fonction 22
définie sur le domaine R n’a pas du tout le mémes pro-
priétés que la fonction 2? dont le domaine est ]0; +ocl.

Deux fonctions f : Ay — By et g : Ay — By sont égales si et
seulement si les trois points suivants sont vérifiés :
- Ay = Ay : égalité des domaines
- By = By : égalité des ensembles d’arrivée
-Vo e Ay, f(z) = g(z) : égalité des regles d’association.
Par exemple, les fonctions

f:R—=R, f(z) =2 Vo €R
et
g:R —[0; +oof, g(x) =2* Yz €R
ne sont pas égales, car les co-domaines des deux fonctions ne sont
pas égales.

Ce chapitre est consacré aux fonctions d’une variable réelle,
dites aussi fonction numériques, a savoir des fonctions pour les-
quels le domaine et le co-domaine sont des sous-ensembles de R.

1.1. Domaine maximal de définition. Il existe des cas ou,
pour une certaine fonction numérique f, les ensembles Ay et By
ne sont pas connus; tout ce qu’on connait est la regle f(x) d’as-
sociation de la fonction.

Dans cette situation, on introduit la notion suivante :
le domaine maximal de définition associé & une regle f(x), est le
sous-ensemble de R contenant tous les nombres réels pour lesquels

la formule f(x) peut étre calculée. Ce domaine maximal sera noté
Dy.

Par conséquent, I’ensemble A, sur lequel la fonction f est
définie doit forcement faire partie de Dy, mais rien ne 1'oblige
d’etre Dy tout entier.

Dans le cas des fonctions numériques définies par des délation
explicites utilisant uniquement les fonctions élémentaires, le do-
maine maximal de définition de f s’obtient en enlevant de R trois
ensembles, correspondant a trois cas ol les calculs ne peuvent pas
s’effectuer en f(x) :

1) Si la formule f(z) contient un dénominateur, ou, ce qui

revient au méme, un exposant négatif, donc sila fonction a étudier
a la forme

fle)=...(e(z))™..., a>0 ou  flz)=-"=

alors il faut enlever de R l'ensemble D;(f) = {z € R: e(z) =0}
ou 'expression e(x) s’annule.



Exemples :

o J(r) = 225

Dans ce cas, e(z) = cos(x), donc Il faut enlever ’ensemble ou
cos(z) s’annule, & savoir Dy (f) = {Z +kn: k€ Z}. On a alors

Df:R\{g+k7r: kez}.

e g(z) = (14 22) x (6 — 5z + 2%)~3 cos(z). Maintenant,

e(r) = (6 — 5:;5—1—952)% = /(6 — 5z + 22)3,

et Di(g) = {2; 3}, car les e(z) s’annule si et seulement z? + 5z —
6 = 0, et les racines du polynéme 6 — 5z + % sont v = 2 et = 3.
Alors

D, =] —00;2[ U |2;3[ U |3; +o0.

2) Si la formule de f contient des racines n — iémes pour n pair,
ou, ce qui revient au méme, un exposant positif et rationnel de
dénominateur pair,

m

flx)=... ®/e(x)..., ou f(x)=...(e(x))n ..., m,né€eN,

alors il faut enlever 'ensemble Dy(f) = {x € R: e(z) < 0}, ou
I'expression e(z) est strictement négative.

Exemples :

e f(z) = sin(z) (exp(z)—1)2. On a e(z) = exp(z)—1, et il faut
enlever ’ensemble ou exp(z) — 1 est strictement négatif, donc ou
exp(z) < 1. Mais exp(0) = 1, et I'exponentielle est une fonction
croissante ; il résulte que Dy(f) =] — oo; 0.

e g(z) = vz + 3. Dans ce cas, e(x) = z + 3, et on doit enlever
I'ensemble Dy(g) =]—00; —3[ ot 'expression x+3 est strictement
négative.

3) Si la formule de f contient la fonction logarithme, donc

f(z)=...In(e(x))...,
alors il faut enlever 'ensemble Ds(f) ou lexpression e(x) est
négative ou nulle, D3(f) = {x € R: e(x) < 0}.
Exemple :
o f(z) =In(r+1). On a e(x) = z + 1, et on enleve D3(f) =
| —o0; —1], c’est a dire ’ensemble ot 'expression z+1 est negative
ou nulle.

Pour déterminer le domaine de définition pour une fonction, on
peut étre amené a appliquer toutes les étapes 1 a 3, et ca méme
a plusieurs reprises. Prenons 1’exemple de la regle d’association

o) = In(In(z))
f) (z+3)1

Ainsi, le fait que la formule f(z) a un dénominateur, nous
oblige d’enlever ’ensemble ou le dénominateur s’annule :

Di={zeR: (z+3)i =0} ={-3}
I’existence d’'un exposant dont le dénominateur est pair demande
qu’on enleve I'ensemble :
Dy={zeR: 24+3<0}=]—o00; —3];
le premier logarithme de l'expression de f(z) demande qu’on
enleve I’ensemble ot son argument est négatif ou nul :
D3 ={z eR: In(x) <0} =]0; 1],
tandis que le deuxieme logarithme demande qu’on enleve les va-

leurs de x pour lesquelles son argument est plus petit ou égal a
zéro (on doit appliquer encore une fois I’étape trois) :

Dy={zxeR: x<0}=]—o00; 0].
Donc, le domaine maximal de définition de f est :

Dy =R\ ({-3} U] —o00;=3[ U J0;1] U ] —o0; 0]) =]1;+o00l.



La définition du graphique (ou graphe) d’une fonction clot cette
section.

Soit f : Ay — By une fonction numérique; les points (z; f(z)),
pour toutes les valeurs z € Ay, forment dans le plan 0XY une
figure géométrique, appelée le graphique de f.

Le graphique d’une fonction réelle est souvent une courbe simple :

une droite pour les fonctions affines
f R=R, f(zr)=ax+0b, a,beR, a#0,
une parabole pour les fonctions de deuxieme degré
g:R—=R, g(x)=ar*+bx+ec abcecR, a0,
un demi-cercle pour la fonction

h:[-1,1 =R, h(z)=vV1-—2a%

1.2. Fonctions injectives, surjectives et bijectives.
Soit f : Ay — Bj une fonction. Si la fonction f ne prend pas
deux fois la méme valeur, a savoir si

f(z1) # f(x2), Va1 # 29, 11,75 € Ay,

alors elle est appelée injective.
Si la fonction f couvre toutes les valeurs de By, a savoir

Vy € By, 3z € Ay, t.q. f(z) =y,

la fonction f sera appelée surjective.
Une fonction qui es a la fois injective et surjective, s’appelle
bijective.

Question 22. Trouvez le seul nombre réel a tel que la fonction
fR—=R, f(x)=ax

ne soit pas bijective.

Question 23. Soit a,b,c € R, a # 0. La fonction
f R—=R, f(z)=a2®+bx+ec,

est-elle injective ¢ Est-elle surjective ¢

Question 24. FEuxiste-t-il une fonction f : R — R qui soit en
meéme temps périodique et bijective ¢

1.3. Composition de deux fonctions. En plus des simples ad-
dition, soustraction, multiplication et division, il existe un procédé
tres puissant qui, a partir de deux fonctions f : Ay — By et
g: Ay — By, en construit une troisieme, nommée la composition
de f et g, et notée fog.

L’idée est d’effectuer les deux formules de calcul de f et de g
I'une a la suite de I'autre, en prenant comme variable dans f le
résultat du calcul g(z); on est ainsi amené a calculer non pas
f(z) mais f(g(x)).

Comme toute fonction, f o g est composée des mémes trois
parties. On doit donc définir la regle d’association de f o g, son
domaine ainsi que son co-domaine.

1.3.1. Définition de fog.
Soit f: Ay — Byet g: Ay — B, deux fonctions. Pour calculer
la composition de f et g il faut procéder comme suit.

a) On vérifie si la condition B, C Ay est satisfaite (si elle ne
I'est pas, la composition ne peut pas se faire).

b) On calcule la régle d’association de fog. Cette regle s’obtient
a partir des reégles de f(x) et g(z) en remplagant le symbole x
dans la formule de f, toutes les fois quand il apparait, par g(z),
la formule de g toute entiere, et en faisant ensuite tous les calculs
et simplifications possibles.

Prenons l'exemple de f(z) = ;jl et g(x) = In(z + 1); pour
trouver la formule de f o g on doit remplacer les deux x qui
apparaissent dans la formule de f par In(z + 1), et on doit faire

les calculs :




6ln(erl) r+1
Cln(z4+1)+1 In(z+1)+1

(fog)(x)

c¢) Par convention, le domaine de f o g est A,, tandis que le
codomaine de f o g est By :

Afog = Agv Bfog = Bf-

Prenons I'exemple des compositions f o g et go f, quand f et
g sont les fonctions suivantes :

[0 +00[= R, f(x) = In(x),

g:R—)]—g—l; g—l[, g(x) = arctan(x) — 1.

Onadonc Ay =|0;+oo[, By =R, Ay =Ret By =]-2 —1; Z —1].

La condition de compatibilité pour f o g est B, C Ay; dans
notre cas, ca donne

}—%—1; g—l[C]O;—l—oo[,

ce qui est faux, car le nombre —% — 1 appartient a By, mais est
négatif, donc il ne peut pas appartenir & Ay =]0; +o0].
La composition f o g ne peut donc pas se faire.

La condition de compatibilité pour g o f est By C A,, donc
R CR,

ce qui est vrai. On peut donc calculer la fonction

m ™
0; +00[— [—= —1; = — 1
go fJ0+ool— | -2 —1; 2 1],

(90 /)(x) = g(f()) = arctan(In(x)) - 1.

Question 25. Soit A, B C trois sets, et f: B—Cetg: A— B
deuz fonctions injectives (respectivement surjectives). Est-ce que
f o g peut se calculer ? Si out, est-ce que f o g est une fonction
injective (respectivement surjective) ¢

avec

1.4. Fonction réciproque d’une fonction donnée.

Soit f : Ay — DBy une fonction réelle bijective. Alors, pour
chaque y € By, il y a un unique nombre = dans Ay tel que f(x) =
y.

La fonction réciproque, noté f=1, de f est la fonction définie
sur By, a valeurs en Ay, telle que

' (y) = aVy € By.

Parce que f(z) = y, on obtient que
f(f M (x)) =2 Yz € By, fH(f(x) =2 Vo € Ay

[ls existent des nombreuses fonctions qui ne sont pas bijectives,
et n’ont pas de fonction réciproque. L’existence de £~ ¢’est plutot
I’exception que la regle.

Dans le cas des fonctions bijectives d’une variable réelle, les
graphiques des fonctions f et f~! sont deux courbes du plane
OXY symétriques par rapport a la droite d’équation X = Y
(donc symétriques par rapport a la bissectrice des axes de coor-
données).

Pour trouver f~!, il faut d’abord déterminer si la fonction f
est bijective, et ensuite déterminer f~!, la formule de calcul de la
fonction réciproque de f(x). Pour cela, on va résoudre 1'équation
f(y) = z, ou 'inconnue est y, et = est un parametre.

a) Injectivité de f : On résolve I’équation f(y) = z, et, s’il existe
au moins une valeur de x € By pour laquelle I'équation f(y) = = a
plus d’une solution appartenant & Ay, alors f n’est pas injective.
Si, au contraire, pour tout z € By, I'équation f(y) = x a une
solution en Ay, ou aucune solution en Ay, alors f est injective.

b) subjectivité de f : On résolve I'équation f(y) = =z, et, s'il
existe au moins une valeur de z € By pour laquelle ’équation
f(y) = x ou bien n’a aucune solution en Ay, alors f n’est pas
surjective. Si, au contraire, pour tout = € By, I'équation f(y) =
a au moins une solution en Ay, alors f est surjective.



Si la fonction f est injective et surjective (donc bijective) alors,
pour toutes les valeurs de x € By, I'équation f(y) = x a une ou
plusieurs solutions, mais exactement une d’entre elles appartient
a Ay : alors f~! existe, et f~!(x) =y, la solution ainsi obtenue.

Prenons I'exemple de la fonction

£1=2 Fool] —ooi 1], fla) = T,

Pour trouver f=! on doit résoudre, pour chaque nombre réel
x €] — o0; 1] I"équation
_yt+l

f(y) 2

(I'inconnue est ), et voir combien de ses solutions appartient a
] —2; 4o0l.
En faisant les produits en croix, 'équation f(y) =

z,

y+l
y+2
devient y+1 = (y+2)z, donc y+ 1 = yxr+2x. On peut regrouper

d’apres y, et avoir y(1 — x) = 2z — 1. De plus, parce que = €
] — oo; 1], il résulte que x < 1, donc que z — 1 < 0, et alors et on
peut diviser par z — 1. On en obtient

= T

20 — 1
YT

L’équation f(y) = z a donc exactement une solution réelle
pour chaque z € By =] — oo; 1[.

Il faut vérifier maintenant que cette unique solution appartient
bien & l'ensemble A; =] — 2; +o00[, ¢’est-a-dire vérifier si oui ou
non 5

v > -2 Vze€]—oo; 1
11—z
Mais

20 — 1 2x — 1 20 —1+2-2
{x >—2} = {x +2>0}<:>{$ - x>0
11—z 11—z

& Li$>0}@[1—x>0]@xe]—oo; 1[.

On peut donc conclure que, pour chaque x € By =] — o0; 1],
I’équation (y) = = a exactement une solution appartenant a I'in-
tervalle Ay =] — 2; 4o0[, & savoir y = =1,

La fonction réciproque de

r+1
| —2; Foo|—=| —o0; 1 T) =
f-2 Hoolo] —oo 1, f@) = T
est par conséquent
20 — 1
T R i e N (s

Il se peut que la fonction réciproque n’existe pas, méme dans
des cas tres simples. Soit ainsi

[ R = [0; 4o0], fz) = .
Pour trouver f~!, on doit résoudre I'équation f(y) = 4> = x
quand x € By = [0; +4o0o[, et vérifier que cette équation n’a

qu'une seule solution y € Ay = R. Or, pour chaque =z > 0,
cette équation admet deux solutions distinctes : y = y/z et y =
—+/x, toutes les deux dans Ay = R. La fonction f n’est donc pas
injective, et n’a pas de fonction réciproque.

Prenons maintenant la fonction
f:[0; 4+o00[— [0; +o0], f(z) = 2%

on voit, que, par rapport a l’exemple précédent, on a gardé la
méme formule f(z) et le méme ensemble cible By, mais mainte-
nant 'ensemble de définition Ay a été réduit de R a [0; +oo].
Pour trouver f~1 il faut résoudre la méme équation, f(y) =
y?> = x, pour les mémes valeurs du parameétre x, a savoir
x € By = [0;+00]. La seule différence est qu’il faut cette fois-
ci vérifier si cette équation a exactement une solution y dans
I'ensemble Ay = [0; 4o00[, et non plus dans 'ensemble R. Mais,
parmi les deux solutions réelles de I’équation y?> = x, & savoir
y = x et y = —/z, il n’y a qu'une seule solution positive :

Y=V



Donc, pour chaque z € By, méme si 'équation f(y) =y* ==z
a deux solutions, il n’y a qu'une d’entre elles dans l'intervalle
A; = [0;400[; on peut donc affirmer que la fonction f admet
une fonction réciproque, a savoir

S [0; +oo[—= [0; +o0],

’ Risque d’erreurs : ‘

Demander si ”la fonction 22 admet une fonction réciproque”
n’ aucun sens, si on ne précise d’abord son domaine et
son co-domaine.

2. | CONTINUITE ET DERIVABILITE D'UNE FONCTION REELLE

2.1. Etude de la continuité d’une fonction réelle.

Pour définir la continuité et la dérivabilité d’une fonction réelle,
nous avons besoin de la notion de convergence de suites.

Soit (uy,)neny une suite de nombres réels. On dit que la suite
converge vers le nombre réel u si :

e pour tout € > 0, aussi petit soit-il, on peut trouver n, € N
tel que |u — u,| < e pour tout n > n..

La valeur u € R est la limite de la suite wu,,. Cette définition
décrit la convergence d’une suite vers un nombre réel. Mais ils

existent des suites, par exemple u,, = n qui, intuitivement, ” convergent

vers +00” ; pour donner un sens précis a cette intuition, on pro-
longe la notion de convergence aux valeurs infinies +00 et -0o.

Soit (u,)nen une suite de nombres réels. On dit que la suite u,
converge vers +00 (ou —oo) si

e pour chaque M > 0 existe un indice ny; € N tel que u,, > M
(ou u, < —M) pour tous n > nyy.

Exemples : 1) La suite u,, = # =n"

pour tout nombre réel o > 0. En effet, pour chaque ¢ > 0, il

“ converge vers u = 0

suffit de prendre pour n. un nombre entier plus grand que la

valeur réelle % (par exemple, on peut choisir n. = [—ll/a} + 1,
c €

ou [a] signifie la partie entiere du nombre réel a). Alors, pour
chaque n > n, on a :

1 1
— =

|U - Un| = « n (ne)a

n

__0':

VAN
o | ==

Il

Q)

2) La suite n® converge vers +oo pour tout a > 0. Soit donc
M > 0 un nombre réel; on prendra pour nj,; un nombre entier
plus grand que M'/®, par exemple ny = [Ml/o‘] + 1. Alors, pour
tout n > nyy, il vient que :

Up = n® > (ng)® > (MY*)* = M.

Comme on peut se convaincre en étudiant les deux précédents

exemples, si la suite u, converge vers +00 ou —oo, alors la suite
1

w,, Converge vers 0, et réciproquement.

Soit f : Ay — By une fonction réelle, et xy un point de A;. La
fonction f est continue en z; si, pour toute suite (x,) € Ay qui
converge vers Iy, on a

f(zo) = lim f(zy,).
n—o0
Une fonction s’appelle continue si elle est continue en chaque
point de son domaine de définition.
Géométriquement, une fonction continue est caractérisée par
un graphique fait d’'une courbe continue, donc sans coupures.
Les fonctions élémentaires étudiés plus tot offrent des bons
exemples de fonctions continues. Un autre exemple trés souvent
rencontré dans les applications est le cas des fonctions obtenues



par recollement. Prenons le cas général d’une fonction

filz) z<a
f(z) = b w=a ;
fo(z) z>a

ici f et fy sont deux fonctions continues (différentes), et b est un
nombre réel.
Il est facile a voir que la fonction fest continue en x = a si :
lim fi(x)=b= lim fo(z).

r—a,rx<a r—a,r>a

Il reste donc a calculer les deux limites en © = a, a droite,
pour fi, a gauche pour f,, et a les comparer a b, la valeur de la
fonction f en x = a. Comme d’habitude, on note [z — a,z < a]
avec x — a~ et [t — a,x > a] par x — a™.

2.1.1. Continuité et théoreme des valeurs intermédiaires.
Soit I’équation

(1) (z+1) 2° = 1025.

D’un point de vue pratique, on pose deux questions :
e est-ce que 'équation (1) a des solutions,
e si oui, comment les trouver avec une bonne précision.

Comme il n’existe pas de méthode générale pour résoudre 1'é-
quation (1) (donc pas de formule pour ses solutions, comme on
peut avoir pour les équations du deuxieme degré, par exemple),
il faut utiliser d’autres méthodes.

La notion qui nous permettra de savoir si une équation a ou
non des solutions est le Théoreme des Valeurs Intermédiaires.

Théoreme 11. Soit a < b deux nombres du domaine de définition
d’une fonction f, et ¢ une valeur intermédiaire entre f(a) et f(b)
(donc f(a) < ¢ < f(b) ou f(b) < ¢ < f(a)). Siles deux condi-
tions suivantes :

i) L’intervalle [a,b] est entierement contenu en le domaine de
définition de la fonction f,

ii) La fonction f est continue sur l'intervalle [a,b],
sont remplies, alors il existe x entre a et b tel que f(x) = ¢ (donc
la fonction f prend la valeur intermédiaire c).

Les deux exemples qui suivent montrent que les conditions 17)
et i7) doivent absolument étre remplies, sinon la fonction f peut
tres bien ne plus prendre la valeur intermédiaire c.

Soit f: R* — R, f(z) = %, et les valeurs a = —1 et b = 1.
Alors f(a) = =1, f(b) = 1, ce qui fait que ¢ = 0 est une valeur
intermédiaire. Mais il est impossible d’avoir

1
f(ZE) - T - 07
donc la fonction f ne prend pas la valeur intermédiaire 0.

On voit facilement que la fonction f(x) est continue, donc la
condition i7) est vérifiée ; ¢’est la condition ¢) qui n’est pas remplie
dans ce cas, car Ay = R\ {0}, donc l'intervalle [—1; 1] n’est pas
completement contenu dans Dy (le nombre 0 fait partie de [—1; 1]
mais pas dans Dy).

Soit maintenant
1 1
0 sinon

Y

I:R— R, H(m):{

la fonction porte, et @ = 0, b = 1. On a f(a) = 1 et f(b) = 0;
donc ¢ = % est une valeur intermédiaire. Pourtant la fonction II
ne prend jamais la valeur %, ni aucune autre valeur entre 0 et 1,
d’ailleurs.

Dans ce cas, A = R, donc la condition 7) est remplie. Mais, de
toute évidence, la fonction porte n’est pas continue (la graphique
a deux ruptures, en x = —1 et en z = %), donc la condition i)

2
n’est pas respectée.

Appliquons ce théoreme pour trouver de maniere approchée
une solution pour 1’équation

(2) f(x) =0.



En effet, si on peut trouver un nombre réel a tel que f(a) < 0,
un autre nombre b tel que f(b) > 0, et si on peut vérifier les deux
conditions ) et i7), alors le théoreme 11 nous assure que ’équation
(2) a au moins une solution dans l'intervalle [a; b]. Plus les valeurs
de a et b sont rapprochées, plus la précision avec laquelle on
connait la solution de 'équation (2) augmente.

Reprenons 'exemple de I’équation (1). On définit la fonction

f:R—=R, f(z)=(r+1)2°—1025,

et on cherche a prouver que cette fonction s’annule pour au moins
une valeur de z. Remarquons d’abord que Ay = R et que f est
continue, ce qui veut dire que les conditions i) et i7) du théoreme
des valeurs intermédiaires sont remplies pour toute paire a, b.

I nous reste a trouver un point a pour lequel f(a) < 0, et un
autre point b pour lequel f(b) > 0. On va bien sur s’intéresser
aux valeurs a et b pour lesquelles on puisse facilement calculer
f(a) et f(b); dans ce cas, il s’agit des nombres naturels. Ainsi on
voit que :

f(M) =(7T+1)2"—1025=2""-1024 - 1= -1 <0,

fB)=(8+1)2° -2 —1=52%—1=1279 > 0.

Appliqué pour f(z) = (x + 1) 2* — 1025, a = T et b = 8,
le théoreme des valeurs intermédiaires affirme 'existence d’une
solution de I’équation (1); de plus, on sait que cette solution se
situe entre les nombres 7 et 8 (on connait donc sa partie entiere,
a savoir 7, mais aucune de ses décimales).

2.2. Etude de la dérivabilité d’une fonction réelle.

Un élément = d'un sous-ensemble A de R s’appelle point inté-
rieur de A, s’il existe un nombre a > 0 tel que A contienne non
seulement le point z, mais tout l'intervalle [x — a; z + a.

Soit f : Ay — By une fonction réelle, et zy un point intérieur
de Ay. La fonction f est dérivable en z s’il existe un nombre

10

¢ € R tel que, pour toute suite (z,) € Ay qui converge vers o,
avec la propriété que

Tpn # 29 Yn €N,

on a
n—r00 xn — xo

Si elle existe, la valeur ¢ s’appelle la dérivée de f en xg, et se
note f'(zg). Une fonction s’appelle dérivable si elle est continue
en chaque point intérieur de son domaine de définition.

Géométriquement, une fonction continue est caractérisée par
un graphique fait d’'une courbe lisse, sans anfractuosités, qui ad-
met en tout point une tangente non-verticale a son graphique. La
valeur de la dérivée est précisément la pente de la tangente.

/)

e

J(x0)

Soit une fonction de la forme

(r) z<a
b x=a |,

S
f(z) =
fo(z) x>a

ou fi et fo sont deux formules (différentes), et b est un nombre
réel. On veut savoir si la fonction f(x) est dérivable ou non en
T =a.

On commence par rappeler un résultat de base dans 1’étude de
la dérivabilité.



Théoreme 12. Si une fonction est dérivable en x, alors elle est
continue en xg.

Vérifier si la fonction f est dérivable en x = a nécessite donc
deux étapes.
Etape 1) : On vérifie si la fonction f est continue en z = a. Si
non, on en conclue qu’elle n’est pas dérivable; si oui, on passe a
I’étape suivante.
Etape 2) : On construit la fonction

W) = hy(x) = —fléf)a_b r<a
T ho(z) = 2B 25

r—a
et on vérifie si

lim hy(z) = lim ho(x).
z—at

r—a~
Si les deux limites n’existent pas, ou ne sont pas égales, alors
f n’est pas dérivable en x = a; si les deux limites on la méme
valeur, alors f est dérivable en x = a, et on a

fl(a) = lim hy(z) = lim ho(x).

z—at

Prenons I'exemple de la fonction

2 <0
f(z) = 0 =0,
—22 >0

La premiere étape est vérifiée aisément, car
lim 22 =0 = lim —z%
z—0~ z—07F

On doit calculer donc les fractions
2 _ O 2 0
mz)="""=u, ()= —— = =,
T

x—0
et les limites

lim x =0, lim —z = 0.
z—0~ z—0t

11

On peut donc conclure que la fonction f est dérivable en x = 0,
et que f'(0) =0.

On reprendra l'exemple précedent avec une petite modifica-
tion :

r x<0
f(z) = 0 z=0,
—x x>0

La premiere étape est a nouveau vérifiée aisément, car

lim x=0= lim —=.
z—0— z—0t

On doit calculer donc les fractions

z—0 —x—0
h1<5(]):x_0:1, hg(l‘): 1’—0 :—1,
et les limites
lim 1 =1, lim -1 =—-1.
z—0— z—0+

On peut donc conclure que la fonction f n’est pas dérivable en
xr =0, car

1= lim hy(z) # lim he(z) = —1.

T—a~ z—at

Risque d’erreurs : ‘

La fonction f de ’exemple précédent est continue en
xr = 0 mais pas dérivable. Le théoreme 12 n’est pas va-
lable dans P’autre sens - une fonction qui est continue en
un point n’est pas nécessairement dérivable en ce méme
point.

Appliquons le théoreme de Lagrange pour trouver la solution
de I"équation (1) avec plus de précision. Nous avons déja vu (en
utilisant le théoréeme des valeurs intermédiaires) qu’une telle so-
lution, disons =z existe, et qu’elle est comprise entre 7 et 8 :
Zo 6]7; 8[



Appliquons maintenant le théoreme de Lagrange sur 'intervalle
]7; 2o[. On en déduit I'existence d'un nombre ¢ €]7; xo tel que :

f(xo) — f(7)

— /
D10 _ o,
Mais f(xo) = 0, tandis que f(7) = —1. On en obtient donc
1
=74+ ——.
O

En dérivant la fonction f on obtient :
T /
@) = (2 4 @t DEY =2+ (24 1) ((2)°)

= 2"+ (z+1) (eln :”) =2+ (x4 1)In(2) (eln@)x)
= 24+ (x+1)In(2)2” = (1 + In(2) + In(2) x)2".
La fonction f’(z) est le produit de deux fonctions : la fonction
affine 1+1n(2)+1In(2) z, et la fonction exponentielle 2% ; comme ces

deux fonctions sont croissantes, il vient que f'(x) est une fonction
croissante, donc f'(7) < f'(¢) < f'(z0) < f'(8). En d’autres mots,

(14 81n(2))2" < f'(c) < (1+91n(2))28.

Donc

1 1 1
<

(14 91n(2))28 = f'e) = (1 +8In(2))2"

d’ou il vient que

1 1
7 <zo<7T .
56+ om) =0 T 1281 + 81n(2))

Pour continuer, il faut trouver un encadrement de In(2); on
appliquera a nouveau le théoreme des accroissements finis, cette
fois-ci pour la fonction g(z) = In(z) sur l'intervalle |2;e]. On en
déduit qu’il existe un nombre d €]2; e[ tel que

In(e) —In(2) 1
e—2
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donc

In(2) =

Parce que 2 < d < e, il vient que
e 2
2—=-<In(2) < -.
2 n(2) e

Utilisons pour finir I'inégalité tres connue : 2,7 < e < 2,8, pour
déduire que

3 20
- <In(2) < —=.
5 <@ <3
On peut finalement dire que
1

1
20

256 ( 1
(+5)

24\’
128 (1+—
3
T+ ——<x<T+

5888 3712°
En écriture décimale, ca fait 7,000509 < zy < 7,001346. On

remarque que le milieu de l'intervalle [7,000509; 7,001346], & sa-
voir 7,000927 est tres proche de la valeur exacte zo = 7,001193...
de I’équation, donc une erreur de seulement 0, 000266 ~

A savoir

1
5000 °

CALCUL DE LA DERIVEE D'UNE FONCTION REELLE |

Dans cette section, on propose plusieurs méthodes pour calcu-
ler la dérivée d’une fonction f.

3.1. Le cas des fonctions élémentaires. Rappelons les for-
mules des dérivées des fonctions élémentaires :

~

)| (2" = az?! | ol a est un nombre réel ; en particulier, (22) =

2 o =1, V) = 5k (&) =5 (B) =2




2)|[@f=e]|  3)| ) =

8~
e~
~—

(sin(z))" = cos(x) |

5) | (cos(x)) = —sin(z) |

3.2. Dérivée d’une somme, d’un produit ou d’une divi-
sion. Les fonctions qui apparaissent dans les applications com-

binent les fonctions élémentaires a I’aide des opérations arithmétiques

usuelles : somme, multiplication, division; il faut connaitre les
dérivées du résultat des opérations arithmétiques :

somme | (f(@) +g())" = f'(z) + ¢'(2)
produit | (f(z) g(2)) = f'(z) 9(2) + f(2) ¢'(2)

. f@\ _ f@)g@) - fx) (@)
division (g(m)) .

On peut d’ores et déja trouver la dérivée d’un polynome :

6)| (@nz™+ ...+ a1z +ag) =napz™ ' + .. +ax+a; |;

(en particulier, (az?+bx + c)l = 2ax + b), mais aussi les dérivées
des fonctions trigonométriques tangente et cotangente :

7) (tan(z)) = (Sm(@) _ (sin(x)) cos(z) — sin(z)(cos(x))’

() cos(e) ~ amsintal) _ 1

_ cos(x) cos(z) — sin(z)(—sin(z)) 1 an? (2
B cos® () ~cos?(x) L+ tan’(z),
donc | (tan(z)) = al(rx) =1+ tan?(z).

cos(r) ' _ (cos(z)) sin(z) — cos(z)(sin(z))’

sin(x) o Sin2 (g[;)
_ —sin(z) sin(z) — cos(z) cos(z))
sin?(z)

8) (cotan(z))’ =

13

1 2
—_— = —1— cot
2 (z) cotan®(x)
donc | (cotan(z)) = —— L _—_1- cotan?(z). |.

sin?(z)

On peut également dériver des expressions comme :

(51n2(:1: ) (sin(z)) sin(x) + sin(z )( n(z)) = QSin( ) cos(z).
0) (sin®( x)) (sin(z)) sin?(z) + sin(z) (s nz(x
= cos( ) sin?(z) —i—sm(x)2 sin(z) cos(x) = 3sin?(z

\_/v

().

3.3. Dérivée d’une fonction composée.

L’opération la plus importante dans la construction d’une fonction
est celle de composition des fonctions. Soit f(z) et g(z) deux fonc-
tions; la dérivée de leur fonction composée

(90 )@) = g/ @)) est

(g0 f)(z) =4 (f(x)) x f(z) |
Cette relation peur étre utilisée de deux maniéres pour dériver une
fonction h(x) :

i) h(z) = g(f(x)), ou f et g sont deux fonctions plus simples : on
applique tout simplement la formule, & savoir h'(z) = ¢'(f(z)) x f'(x)

i7) h(x) n’est pas la composition de deux fonctions plus simples,
mais on peut trouver une fonction g(x) telle que, si on compose g
et h, le résultat f(x) = g(h(z)) soit une fonction simple, alors on a

(@) = ¢'(h(x)) W' (x), don I (x) = g,i(”;fé))).

1) Pour dériver h(z) = sin®(x) :
«) on remarque que h(z ) =g(f(x)), ou f(x) =
B) On calcule f'(z) = () et g’x):?):c.
3f%(z), et comme f(ac)/ =
7) On écrit (Sln (z)) = ( ( ( ) =g (f() f
Donc (sin®(z )) = 3sin ( ) cos(z).
2) Pour dériver h(z) = a” :




@) on remarque que a = eln(a), donc h(z) = (eln(a))x = ehn(@)z —
g(f(x)), out f(z) =In(a)z et g(x) = €”

B) On calcule f'(x) = In(a), et ¢'(z) = €. Donc ¢'(f(z)) = /@),
et comme f(x) =In(a)z, on a ¢'(f(z)) = eln(a)z

7) On darit (o) = (g(f(x))) = ¢'(f(@)) f'(&) = M@ In(a) =

(eln(a))m In(a) = In(a) a®. Donc | (a®)" = In(a) a

3) Pour dériver h(x) = arctan(x) :
«) On pose g(x) = tan(z), et f(z) = g(h(x)) = tan(arctan(z)) = x.
B) On calcule f'(z) = 1 et ¢'(z) = cos%(:c)’ et comme h(zx) =

1

cos®(arctan(z))’

f'(z)

g'(h())

2

arctan(z), on a ¢'(h(z)) =

v) On écrit h'(x) = = cos?(arctan(z)). Pour calculer

= tan?(arctan(z)) = sin”(arctan(z)) =

cos?(arctan(x)), on voit que = cos? (arctan(z))

1 — cos?(arctan(z))

x 1
cos”(arctan(z))

1+

, d’olt cos?(arctan(z)) = 5. Par conséquent,

(arctan(z)) = H—lxz :
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3.4. Le domaine de dérivabilité d’une fonction réelle.
L’ensemble des points x € Ay ou la fonction f : Ay — By est
dérivable s’appelle domain de dérivabilité de f, et sera noté Ap. En
d’autres mots,
A = A N Df/.

Soit par exemple

£ o6 =2~ 1 o) (R (0D, fo) =In (23

Calculons tout d’abord la formule de la dérivée de f(z); on in-
troduit les fonctions g(z) = In(x) et h(x) = ;ﬁ—ié, et on observe que
f(z) = g(h(z)). On doit donc calculer

1 r+2—(z+1) 1
/ = — h/ frd frd
J@) =5 W)= T -
et écrire que
1 1 T+ 2
fl(@) = g'(h(z)) W(z) = 37 = :
e (@+2)? o+l
Il est tres simple de calculer Dy = R\ {—1}, car il suffit d’enlever
la seule valeur ot le dénominateur de f’(x) s’annule, a savoir x = —1.
Donc
Ap = Ap N Dp = (] —o0;=2[U] = 1;400]) N (R\ {-1})

= -0 =2[U] —1;+o0].

Donc la fonction f est dérivable par tout ou elle est définie, car,
apres calculs il vient que Ay = Ay.

A : : / z+2
Remarquons que, méme si la formule qui donne f/(x), donc g
peut se calculer en z = —%, car on a
3 1
f/<_3>_2_2_ 5 __1
- 3 - 1 &
2) 1-5 -3
on ne peut pas dire que la fonction f est dérivable en r = g, car

elle n’est pas définie en ce point (le nombre —5 ne fait pas partie de
I'ensemble de définition de f, Ay =] — 0o; =2[U] — 1;+00].)



3.4.1. Dérivabilité et théoréme des accroissements finis.

La notion de continuité d’une fonction, par le biais du théoreme des
valeurs intermédiaires, permet donc d’établir I'existence d’une solu-
tion, et de la déterminer avec une précision pas toujours trés bonne, en
constituant ainsi la premiere étape de la résolution de 1’équation. Pour
affiner ce résultat , on peut utiliser le théoreéme suivant, dit théoréme
des accroissements finis (ou théoreme de Lagrange).

Théoréme 13. Soit a < b deur nombres du domaine de définition
d’une fonction f. Siles trois conditions suivantes :

i) L’intervalle [a, b] est entiérement contenu en le domaine de définition

de la fonction f,

ii) La fonction f est continue sur lintervalle [a; b,

iii) La fonction f est dérivable sur lintervalle |a; b],
sont remplies, alors il existe une valeur ¢ €la;b] telle que

Ce résultat a un cas particulier important, le théoreme de Rolle.

Théoreme 14. Soit a < b deux nombres du domaine de définition
d’une fonction f, tels que les condition i), ii) et i1i) sont satisfaites,
et en plus f(a) = f(b). Alors, il existe une valeur ¢ €]a;b| telle que

f'(c) =0.

4. LIMITES DE FONCTIONS

Soit f(z) une fonction réelle, et @ un nombre réel. Pour calculer
lim f(x), on doit d’abord remplacer = par a dans l'expression de f et
T—ra

faire les calculs.

4.1. Arithmétique de l’infini. Pour faire ce type de calculs, nous
avons besoin des ”tables arithmétiques de calcul avec l'infini”, des
”tables de valeurs limites des fonctions élémentaires”, et de la ”liste
des limites remarquables”.

Dans tous ces tableaux, quand les calculs peuvent se faire sans
ambiguité, on fait figurer dans le tableau leurs résultats ; si en revanche
on ne peut pas trouver de résultat, on inscrit dans le tableau FI, qui
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signifie ”forme indéterminée”. Dans tous ces tableaux, a et b sont
deux nombres réels quelconques, et ¢ et d sont deux nombres réels
strictement positives.

Commencons par rappeler ici les tables des opérations arithmétiques
(multiplication, addition et division).

X |—0c0 -¢ 0° 0t ¢ Hx

—00 | +o0 400 FI FI —oc0 —o0
-d |40 cd 0" 07 -ed -0
0~ FI o0t ot 0o~ 0" FI
0ot FI 0o~ 0 0ot ot FI

d |—00 -cd 0- 0t cd +o

400 | —00 —oo FI FI 400 400

+ \ —00 a +00
—00 | —o0 —oo FI
b | - a+b 4oo
+oc0o | FI 400 +4o0

/ |—0 -« 07 0 ¢ +4oo
—oco| FI.  0* 0" 0~ 0 FI
-d | +o0 ¢/d 0T 07 -¢/d —o0
07 |+00 400 FI FI -0 —x
0" | —o0 —oco FI FI +oo +oo
d |—-occ ¢/d 00 0T c¢/d +oo
+oo| FI. 0= 0~ 0F o0t FI
Il faudra aussi prendre en compte les tables des valeurs limites des
fonctions élémentaires :
a) la fonction puissance ¢* (dont ’exponentielle est le cas particulier
c=e):

+oo 0 <e<1 0t 0t <e<1
= FI c=1 et = FI c=1 ,
0" 1<ec +o00 1<ec

(012 = (0M)"" = (+00)"" = (+00)"" =FI,

b) la fonction logarithme :

In(0") = —oo, In(+00) = 400,

¢) la fonction tangente (périodique de période 7) :



an((3) ) =+oe wn((3)") =

d) la fonction arctangente (la réciproque de la fonction tangente) :

Arctan(—o0) = — (g)+, Arctan(+o00) = <g>_

Complétons cette section par une liste (minimale) des limites &
connaitre absolument (on rappelle que ¢ et d sont deux nombres réels
positifs) :

c
z—0 z—0 T—400 T
cx
lim 6d = 400
r—+400

4.2. Formes indéterminées. En faisant les calculs de f(a), on peut
rencontrer deux situations :

Cas 1 : On arrive, en faisant des calculs habituels, ou en utilisant
les résultats du chapitre précédent, a trouver f(a) (en obtenant un
nombre fini, —oo ou +00), et alors la valeur ainsi obtenue est la limite
recherchée.

Exemples :
i)a=0et f(z) = In(cos(z)) ; dans ce cas, on a cos(0) = 1 et In(1) = 0,
donc f(0) =0, at alors hH(l) In(cos(z)) = 0.
z—
i) a=0" et f(x):%;onaf(())zo%——i—oo donc lim 1= +4cc.
z—01
Parfois, ce type de calculs doit étre complété par 1'utilisation du

théoréme de I’étau :
cos(z)

iii) @ = 400 et f(r) = —%=*. On sait que —1 < cos(z) < 1; on
s’intéresse d’abord aux limites
. 1 1 . 1 1
Iim ——=—-—-=0 lIm —=—=0
z—+00 I +00 T—+00 I “+00
Comme
1 1
- S f(x) S ]
T T
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le théoreme de 1’étau prouve que

cos(z)

lim = 0.
T—+00 T

Cas 2 : On tombe sur une forme indéterminée.

Il existe sept telles formes; a titre d’exemple, nous prenons ici
en compte seulement les deux cas les plus importantes. Ce qui est
commun & toutes ces cas, est I'idée générale de modifier (de diverses
maniéres) les expressions qui apparaissent dans les formes indéterminées,
dans l’espoir de les éliminer.

Il existe des suites d’expression particuliecrement simple, dont la
limite peut étre trouvée en remplacant n par +oo dans leur formule,
et en utilisant ensuite pour faire les calculs,

’ Forme oco — oo‘ En d’autres mots, la fonction f a la forme :

f=...(dx)—e(x))... avec limd(z)= lime(r)= +o0.

r—a r—a

1) Si d(z) = \Ju(z) et e(z) = y/v(z), alors on peut utiliser 1'ex-
pression réciproque, donc

d(z) — e(z) = \/u(x) — /olz) = (Vu(z) —%ﬁ%+ Vo))

u(zx) — v(z)

- Vu(x) + \/U(az).

Exemple : a = 400, d(z) = vV + 1 et e(x) = \/z. Dans ce cas,
hm (\/x+ — V1) = 400 — o0,

est une forme indéterminée ; on utilise I’expression réciproque,

+1—2x 1
Vetl-Vo=—+ = ,
Ve+1l+vr Va+1+Vz

et la forme indéterminée a été éliminée :

1 1
th (Vo +1-+x)= th ] \f =0".




2) Si on sait que les valeurs de d(z) sont beaucoup plus grandes que

les valeurs de e(z) quand z s’approche de a, donc liin egig =0, alors

on force d(z) en facteur commun :

, e e()\ _ _
;Eg(d(x) —e(x)) = %gd(:p) <1 - d(ac)> = 00(1 —0) = oc.
Exemple : a = 400, d(z) = €® et e(z) = z2. On sait (formule E7),
page 8) que
2
lim :% =0;
r——+00 €

on en déduit que

lim (e* —2?) =

72
lim e* <1—z> = 00(1 —0) = oc.
e

T—+00 T—+00
Forme 8 La fonction f peut aussi ressembler a :
d(x) : .
f—...m... avec %Ed(:p)—}:l_rge(az)—o.

3) Dans le cas de cette forme indéterminée, on peut utiliser le
théoreme de I’Hospital ; pour peu que les dérivées du numérateur et
du dénominateur soient plus simples que les fonctions d(z) et e(x)
elles-mémes, on peut voir I'indétermination disparaitre.

Exemple 1. On cherche
lim sin(z)
z—0t 1 — cos(x)

Pour utiliser le théoréme de [’Hospital, notons qu’on a : a = 0,
f(x) =sin(x) et g(x) = z. Par conséquent,
cos(z) cos(0T) 1

i sin(z)  sin(0t) 0t

_ sin’(z)
2—0+ (1 — cos(x))’

lim sin(x)
z—0+ 1 — cos(z)
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4.3. Le Théoréeme de "Hospital.

Ce théoreme (parfois écrit de [’Hopital), affirme que : Soit f(x), g(x)
deux fonctions numériques, et a € R tel que lim f(x) = lim g(x) = 0.
Al T—a T—a

ors

/
w1 @)
z—a g x) z—a g (aj)
Ce théoreme permet donc de remplacer le calcul de la limite liLn %

!/
avec le calcul, qu’on espére plus simple, de la limite lim f /(ac) Pre-
z—a g (.I')

nons ’exemple du calcul de la limite lim,_q % ; dans ce cas, a = 0,
f(z) =sin(x) et g(x) = =.
Le Théoreme de ’'Hospital donne :

sin(x) sin’(z)

lim

z—0 xT

=1
:1:11)% (x)/ x—0

4.4. La tangente a une courbe. Soit f(z) une fonction réelle, et
xo un point en lequel f(z) est dérivable. Alors la droite tangente au
point A(zg, f(zo)) au graphique de la fonction f(z) peut étre décrite
de maniere équivalente d’une de ces trois manieres :

1) la droite qui passe par le point A(xg, f(xg)) et est portée par le
vecteur v : (15 f/(x0))

2) la droite qui passe par le point A(xo, f(z9)) de pente égale a
f'(xo)

3) la droite d’équation f’(zg) (X —x¢) =Y — f(x).

Prouvons la propriété bien-connue qui affirme que la tangente a un
cercle est perpendiculaire au rayon. Le graphique de la fonction
fol=rr] =05 r],  fz)=Vr?—a?
est le demi-cercle au-dessus de ’axe 0X du cercle de rayon r et centre
0, l'origine des axes.



A(XO’f(Xo))

(1, F(x,))

Pour calculer f/(z), on voit que f(x) = g(h(x)), ou g(x) = /x et

h(z) =72 —2% Ona ¢ (z) = ﬁ et h/(x) = —2x; par conséquent

N

Soit g €] —r; r[; la droite tangente en A(xg, /7% — x3) est portée

Zo

par le vecteur v (1; — m) Pour vérifier que cette droite est

bien perpendiculaire au rayon 0A, il suffit de vérifier que le produit
scalaire entre le vecteur 7, qui porte la droite tangente, et le vecteur
— —
0A, qui porte le rayon, est égal & zéro. Mais 04 : (xg—0; Vr? — 22—
0) = (wo; Vr2 —z2).

On peut maintenant calculer le produit scalaire entre les vecteurs

H
o et 0A :

2 _ 2
r xy

H
7-0Azl><x0+<—x0> X \/r2—x2=x9—x9=0.

La tangente et le rayon d’un cercle sont ainsi toujours perpendicu-
laires.
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5. | FONCTIONS USUELLES \

Avant méme de donner la définition d’une fonction numérique, cette
premiere section est consacrée a ’étude des fonctions, qui, du fait de
leur tres large utilisation, sont nommées fonctions élémentaires.

5.1. Puissances d’exposant rationnel.

Notation : Soit a un nombre rationnel (I’ensemble des nobles ration-
nels sera noté Q), et z un nombre réel; z% s’appelle la puissance a
de x. Ici, x est la variable de la fonction, et a est une constante, qui
s’appelle I’ezposant.

5.1.1. Définition de z®. En fonction des valeurs de ’exposant a, on
distingue plusieurs cas.

(ici N* signifie N dont on exclut le nombre 0, tandis que

N est I'ensemble des entiers positifs).

Dans ce cas, la définition de la puissance est bien connue, et facile
a comprendre. Ainsi, z! n’est rien d’autre que z, et, si @ > 1, alors 2
s’obtient en multipliant x avec lui-méme a fois :

a fois

xa

——
=T XT X XX, Ve € R, a € N*.

Par conséquent, x% peut se calculer pour tout nombre réel x et tout
entier strictement positif a. Le graphique suivant donne les courbes
représentatives des fonctions z2 et 22 :




ces courbes donnent l'allure générale des graphiques pour les fonctions
de la forme 2% k € N* (semblables & z?2) et 22**1 k € N* (qui vont
ressembler & z3).

La fonction puissance d’exposant entier strictement positif a deux
formules de calcul importantes, valables pour les expressions 2% et
%% avec a,b € N*,

Calculons d’abord z*t?, pour deux exposants a,b € N* :

a+b fois

2t = Txarx...-xzx

a fois b fois

= ITXITX: + XTXITXITX-+XT

2% x 2P,

On vient donc de prouver que

(3) 20 = 2% x 2%, VreR, a,be N
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Le calcul de 2%%?, a,b € N* demande un travail plus élaboré.

Théoréme 15. Pour tous les exposants a,b € N* et tout nombre réel
x, il est vrai que :

(4) :L,axb _ (xa)b'

Preuve du Théoréme : Soit a € N* un nombre fixé. Pour établir
la relation (2%)” = z**? on utilisera un raisonnement appelé au lycée
"par recurrence” (dans les articles scientifiques et le milieu universi-
taire on parle plutot de raisonnement ”par induction mathématique”),
appliqué au parametre b € N*. Comme bien connu, cette méthode a
deux étapes.

Etape 1 : On doit prouver la conclusion du théoréme pour b =1, a
savoir (z9)" = 29%1. Mais (z%)! = 2%, car la puissance 1 d’un nombre
coincide avec le nombre lui méme. Parce que a x 1 = a, il résulte que
21 = 2% ce qui veut dire que

($a)1 — 2% = waxl;
et donc que la conclusion du théoreme est vraie pour b = 1.

Etape 2 : On suppose vraie la conclusion du théoréme pour une
valeur quelconque b - donc on suppose que (m“)b = %% En utilisant
cette relation, nous devons prouver que la conclusion du théoreme est

aussi vraie pour la valeur qui vient apres b, donc pour b + 1. Plus
précisément, nous devons montrer que :

(5) (xa)bJrl _ xax(b+1)'

On utilisera la relation (3) pour z® a la place de z, b a la place de
a et 1 & la place de b, et obtenir que (z2)"™! = (2)® x (2%)'. Mais
(29)? = 297t et (2%)! = 2%, donc
(6) (xa)bJrl — xaxb x %

Utilisons encore une fois la relation (3), cette fois pour x, a x b a la
place de a, et a a la place de b, et déduire que

xaxb a><b+a‘

xxt=ux
Mais a x b+a =a x (b+ 1), et donc

(7) xaxb w 7% — :L,a><(b+1)‘
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La relation (5) résulte en combinant les relations (6) et (7) ; 'étape Mais 2L 4 2HEL = 9k + 1, donc la relation (8) devient 221 =
2 du raisonnement par recurrence, et donc la preuve du théoreme, est 2k 41 2 . . . 2k+1
complite 0 T2 ; on voit donc que la relation (8) est vraie si on pose x~ 2 =

V2Rt

2) a = 0|| La maniere utilisée pour définir une puissance d’exposant On sait que la racine carrée réelle d’'un nombre strictement négatif
n’existe pas. On obtient ainsi la définition suivante :

de N* ne peut pas s’employer pour le calcul de la puissance 0 d’un
nombre, car ”multiplier un nombre avec lui méme zéro fois” n’a au-
cun sens. Le principe qu’on va suivre pour définir z¥, ainsi que le
autres puissances d’exposant qui n’appartient pas a N* est le suivant :

T

on définit les puissances z® pour a € Q \ N* de telle sorte que || les relations (3) et }é 2L existe pas siz <0, et s Va2t gi o > 0.

pour les exposants de N*.

Pour définir z°, on va partir donc de la relation z%t? = 2% x z?,

écrite pour @ = 0 et b = 1. On doit donc donner & x° précisément

0

. . . 1 3 5
la valeur qui va rendre cette relation vraie. Or, parce que z! = z, la Par exemple, x2 = \/z, 22 = Va3, z2 = Va5, etc.
relation 20t = 20 x 2! devient z = 20 x 2. Le schéma suivant donne les courbes représentatives des fonctions
. .. . , . 1 3
Si x # 0, on peut diviser cette relation par x et en déduire que T2 et 2 -

=1, siz#0.

On ne peut pas utiliser cette méthode pour 0°, car il est impossible
de diviser par 0. Par convention, on décide que

IR =/

en conclusion, Vo

=1, VzeR. T

N

3) a= 2’“2—“, k € N|| Comme ici non plus on ne peut multiplier un

nombre avec lui méme L;l fois, on applique la méme méthode que
pour a = 0. Le point de depart de la définition est la relation

2k+1+2k+1 2k+1 2k+1

(8) x 2 2 =g 2 Xz 2 |

2k+1

on veut donner & 2 une valeur telle que cette relation soit vraie.



=2 av i X is-
4) a = 7r, avec m,n € N* premiers entre eux || Pour calculer ces puis

sances, nous avons besoin de la définition de /z, la racine d’ordre n
de z (quand n = 2, {/z est la racine carrée; pour n = 3 on parle
de racine cubique, en général on parle de racine n-ieme, ou de racine
d’ordre n).

La définition de {/x, la racine n-ieme de z, est :

- n nombre pair, et x < 0 : {/z n’existe pas

- n nombre pair, et x > 0 : /z est la seule solution positive

de I’équation y™ = z (I'inconnue est y)

- n nombre impair et z € R : {/x est la seule solution

de I’équation y™ = x (I'inconnue est y).

Par exemple, v/16 = 2, car 1’équation y* = 16 a deux solutions,
y = —2 et y = 2, et 2 est la seule solution positive, tandis que
/—1024 = —4, car I’équation 3> = —1024 n’a que la solution y = —4.
En revanche, </—1 n’existe pas, car 8 est un nombre pair, et —1 est
un nombre négatif.

o \ m 1 .
Pour donner une definition a x», nous utiliserons la relation (4),
pour a = ¥ et b =n. On a donc

mais 7r x n = m, donc

n
m
(:U?> =z,
n

On définit donc la puissance ' de x comme étant o= Yam,
choix qui nous assure que la relation (4) est vraie. On constate donc
que si n est pair, alors T ne peut pas se calculer si x < 0, mais que
si n est impair, alors zn peut se calculer pour tout z € R.

La figure suivante présente deux courbes représentatives pour deux
puissances d’exposant fractionnel : z3et 1.
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5) a < 0|| Dans ce cas, on utilise la relation (3) pour a et b = —a.

a 0

On en obtient que 2%~ =z%x 7% On en

déduit que z® = xla'

=z% x 7%, donc que x
Il vient que

= a < 0.

Question 26. Soit m,n € N* deux nombres premiers entre eux. Pour
quels valeurs de x ’expression x~n n'existe pas ? (attention : il y a

deuz réponses, en fonction de la parité de n).

. . , . _5
Le graphique suivant montre les courbes représentatives de 73 et
5
xr 8

Question 27. Soit x un nombre positif. Combien de nombres différentes
se trouvent dans la liste suivante :



(IL‘_l)_Z, Vi, ﬁ, 2, e xal ?

5.1.2. Puissances d’exposant irrationnel. Il est également possible de
définir les puissances z® pour a € R\ Q par passage a limite, mais uni-
quement pour des x > 0. Par conséquent, ’expression (—1)™ n’a pas
de sens. Toutes les propriétés des exponentielles d’exposant rationnel
sont vraies aussi pour les exposants irrationnels.

5.1.3. Le signe de z*. Pour déterminer si % est positif, négatif ou nul,
il suffit de suivre ces trois regles.

i) la relation 2% > 0 est vraie si :
ez >0 et tout a € R,
e x # 0 et a est une fraction dont le numérateur est pair,
er=0eta=0

ii) la relation * = 0 est vraiesi: e x =0et a #0

iii) la relation z* < 0 est vraie si : @ z < 0 et a est une fraction
dont le numérateur et le dénominateur sont impairs.

Exemples : 773, (—2)% et 0° sont des nombres positifs, 02 = 0, et
(—4)% est un nombre négatif.

5.1.4. % : fonction croissante ou décroissante ? 1’étude de la mono-
tonie de la fonction f(x) = x® se fait a laide de sa dérivée : f'(z) =

az® !, en utilisant ensuite les résultats de la section précédente.

Exemples : (xQ)/ = 2z, donc la fonction 22 est croissante quand
x > 0 et décroissante si x <0
(V) = ﬁ, donc la fonction y/x est croissante quand

x €]0; 400/

5.1.5. Limites en —oo, 07, 07 et +o00. Il est tres facile de vérifier les
relations suivantes :

—00, a > 0 numérateur et dénominateur impairs
Hm 2% — 0, a < 0 dénominateur impair
T——00 1, a=20
400, a > 0 dénominateur impair
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—00, a > 0 numérateur et dénominateur impairs
i a 0, a > 0 dénominateur impair
im z%=
z—0~ ]-7 a=0
400, a < 0 dénominateur impair

0, a>0

lim z% = 1, a=0
z=0% +o0, a<0
0, a<0

lim z%= 1, a=0
preo 400, a>0

5.1.6. Deux relations utiles. 11 convient de retenir les relations (déja
rencontrées) :

at+b — 20 x b Vx,>0,a,b€R

m‘”b:(w‘“)b: (xb)a, Vae>0a,beR,

Question 28. En donnant aux nombres a, b et ¢ les valeurs 1, 2 et 3,
dans tous les ordres possibles, combien de valeur différentes on obtient
pour l’expression (ab)c ?

Question 29. Soit a et b deux nombres réelles. Indiquez, pour cha-
cune des propositions suivantes, si elles sont vraies ou fausses :

1)V >0, 290 =24 2b 2) 3z >0, x9%0 =29 xab,

3) Vx>0, x2%=(z%)?, 4) Y >0, zh b

T



5.2. La fonction logarithme.
Notation : La fonction logarithme se note In(z), = étant sa variable.

5.2.1. Définition du logarithme. Pour presque tous les coefficients ra-
tionnels a, il est facile de calculer 'aire comprise entre la courbe
y = x%, les droites verticales d’abscisses 1 et z, et ’axe horizontal.

En effet, cette valeur est I'intégrale définie fxl z® dz. Or, la primi-
xa«l»l
a+1”

/1 xadCE: 1a+1 B xa—i—l _ 1_$a+1
v a+1 a+1 a+1 °

tive de 2% est donc

Nous avons dit ”presque tous les coefficients”, car la primitive de
% est bien :Za—:, sauf pour le cas a = —1, quand le dénominateur a+ 1
devient 0, ce qui est impossible.

Dongc, pour a # 1, I'aire entre la courbe y = z%, les droites verticales
d’abscisses 1 et x, et I’axe horizontal est égale avec 1_;5; - , étant donc
exprimée par une puissance de z. En revanche, pour a = —1, cette
surface ne peut pas étre exprimée par une formule ou apparaissent
(uniquement) des puissances de z. Pour completer cette ”valeur man-
quante” on introduit la fonction logarithme.

Définition 1. L’aire comprise entre :

- la courbe y = % (c’est a dire l'hyperbole équilatere),

- la droite verticale d’abscisse 1,

- lazxe horizontal

- la droite verticale d’abscisse xg > 0,

s’appelle le logarithme du nombre xqy et se note In(xg). Cette aire se
prend avec le signe + si xq est plus grand que 1 (donc si le quadrilatére
curviligne dont on mesure l'aire est orienté vers la droite), et avec le
stgne — dans 'autre cas.
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In(b) (<0) {6:9)

In(a) (>0) m

5.2.2. Propriétés du logarithme. La définition de la fonction logarithme
implique directement que :

In(1) = 0 (car les deux cotés verticales du quadrilatere sont

confondues, donc son superficie est nulle)

et que

La dérivée du logarithme est 2 : (In(z))' = %

Parce que % > 0 pour chaque x > 0, il résulte que la dérivée de la
fonction logarithme est strictement positive, donc

Le logarithme est une fonction strictement croissante.

Le résultat qui suit donne une tres importante propriété du loga-
rithme.

Théoréme 16. Soit a,b > 0. Alors
9) In(a x b) = In(a) + In(b).
Preuve du Théoréme : Soit @ un nombre positif fixé. On doit prouver

que, pour tout b > 0, la relation (9) est vraie. Pour cela, on définit
deux fonctions de variable b > 0 :

f,9:0; +oo[—= R, f(b) =1In(a x b), et g(b) =In(a)+ In(b).

On a
f(1) =1In(a x 1) = In(a)



et

donc
f(1)—g(1)=0.
Pour calculer la dérivée de la fonction f par rapport a sa variable
b, on applique la formule (vue au lycée)

F/(0) = (In(a x b)) = a x aibzg Vb > 0.

La dérivée de g est égale & la dérivée de In(b), donc ¢'(b) = ;. On
en déduit que

(F(b) — g(B)) = £'(b) — g (b) = % _ % —0 Vb>0.

La fonction f — g est définie sur U'intervalle ]0; +o0], et sa dérivée
est égale a zéro. Alors cette fonction est constante :

dC eR t.q. f(b)—g(b)=C Vb>D0.
En particulier, C = f(1) — g(1), donc C' = 0, ce qui veut dire que
In(a x b) = f(b) = g(b) =In(a) +In(b) Vb > 0.
La relation (9) est ainsi prouvée. O

De exactement la méme maniere on peut démonter que, si a > 0 et
b € R, alors In(a’) est égal & b x In(a). En conclusion,

In(a x b) =1In(a) + In(b) Va,b > 0,

In(a®) = b x In(a) Va >0,b€R.

Question 30. Trouver deux mombres réelles a,b pour lesquelles la
relation In(a x b) = In(a) x In(b) n’est pas vraie.

Pour étudier le comportement de la fonction logarithme quand x va
vers 0 et vers +0o (les deux extrémités de son intervalle de définition),
on observe que

In(2") = n x In(2);
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parce que In(2) > 0, il résulte que

lim n xIn(2) = +oo,
n—-+00

donc que
lim In(2") = 4o0.

n—-+4o0o
Mais la fonction In est croissante, ce qui nous permet de déduire
que
lim In(x) = +oo.
r——+00

= (%)_1, il résulte que

In(a) = In ((D_l) =-n(1):

quand z va vers 0" (donc il converge vers 0, tout en restant positif),

% va vers 400, et par conséquent,

Parce que x =

s;\»-\»—n

lim In(z) = — lim In(z) = —oc.
xi%h' n(x) :v—l>I—&I-loo H(ID) o©

On a ainsi montré que :

lim In(z) = —oo et lim In(z) = +oo.
z—0t T—+00

Cette derniere relation prouve que la limite en +00 du logarithme
est +00; la méme chose est vraie pour les puissances x%, avec a >
0; donc, a priori, on ne sait pas si le logarithme ou les puissances
deviennent plus grandes en plus infini. On peut démontrer (mais on
ne va pas les faire ici), que c’est le logarithme qui va le plus lentement
a l'infini ; une relation similaire est obtenue quand x converge vers 0.
Plus précisément :

lim ln(f) =0et lim 2 x In(z) =0 Va > 0.
z—4o0 T z—0+

Question 31. Déterminer, pour chacune des proposition suivantes,
st elles sont vraies ou fausses :
- limg 400 X In(x) = 400



-In(z +y) =In(x) +In(y) Vz,y >0
-dxr >0 t.q. z > In(x).

5.3. La fonction exponentielle. Notation : La fonction exponen-
tielle se note exp(x) ou e, z étant sa variable.

5.3.1. Définition de l’exponentielle. La fonction réciproque de la fonc-
tion logarithme s’appelle la fonction exponentielle, et se note f(x) =
exp(x). Plus précisément, I'exponentielle est la seule fonction définie
sur R & valeurs dans l'intervalle |0; +o0[ avec la propriété que

In(exp(z)) =z, exp(In(x)) = =.

Une des conséquences du fait que ’exponentielle est la fonction
réciproque du logarithme, et que les représentations graphiques de
I’exponentielle et du logarithme sont symétriques 'une de l'autre par
rapport a la droite d’équation y = x, c’est a dire la premiere bissec-
trice.

£(x)

5.3.2. Propriétés de l’exponentielle.
Pour calculer exp(0), on rappelle que In(1) = 0, ce qui donne

exp(0) = exp(In(1)) = 1.

Théoréme 17. L’exponentielle est une fonction croissante.
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Preuve du Théoréme : Soit deux nombres réelles x1 et zo tel que
x1 < wa. Alors, parce que 1 = In(e*') and z2 = In(e*?), il resulte
que In(exp(z1)) < In(exp(z2)). Parce que la fonction logarithme est
croissante, il résulte que exp(x1) < exp(x2).

Nous avons ainsi prouvé que

exp(z1) < exp(z2) Vi < 2,
ce qui signifie que la fonction exponentielle est croissante. O

La connaissance de la dérivée du logarithme nous permet de calculer
la dérivée de ’exponentielle.

Théoreme 18. La dérivée de ’exponentielle est I’exponentielle elle-
méme.

Preuve du Théoréme : On rappelle le résultat (vu au lycée) qui af-

firme que In(u(x)) = Zl((gf)), pour toute fonction u strictement positive

et dérivable.
On applique cette formule pour le cas u(x) = exp(z), et on obtient
que

r_ (exp(z))
(ln(exp(a;))) - exp(a:) :

Mais In(exp(z)) = , et done (In(exp(z)))’ = 1; alors &RE — 1

exp(z)

et donc
(exp(z))" = exp(x).
O

Comme pour la fonction logarithme, les formules de calcul de exp(z+
y) et exp(z X y) sont tres importantes.

Théoréeme 19. On a :
exp(z +y) = exp(z) x exp(y), exp(z % y) = exp((exp(x))”.

Preuve du Théoréme : Parce que x = In(exp(x)) et y = In(exp(y)),
on en déduit que z +y = In(exp(x)) + In(exp(y)). Mais In(a) +In(b) =
In(a x b) pour toutes les valeurs a,b > 0; en utilisant cette relation
pour a = In(exp(z)) et b = In(exp(y)) on déduit que In(exp(z)) +
In(exp(y)) = In(exp(z) x exp(y)).



Donc

exp(z +y) = exp(In(exp(z)) + In(exp(y))
= exp(In(exp(z) X exp(y)))
= exp(z) x exp(y),

c’est-a-dire la premiere partie de la relation désirée.
Pour calculer exp(x xy), commencons par utiliser la relation In(a’) =
b x In(a) pour a = exp(z) et b =y, pour obtenir que

In ((exp(x))¥) = y x In(exp(z)) = & x y.
Mais
(exp(x))¥ = (PN = exp(z x y),
et le théoreme est completement démontré. O
On définit le nombre réel e comme étant le seul nombre réel qui
vérifie la relation exp(e) = 1 ou, equivalent, In(e) = 1. Un raisonne-

ment géométrique (qui dépasse l'objectif de ce cours, et ne sera donc
pas donné ici) montre que

1 1 1
e=1+4—+ — 4+ — +---~ 2 T18281828.
12! n!
En utilisant la relation exp(x X y) = exp((exp(x))Y pour x = 1 et
y = = on obtient que

xT

exp(z) = exp(l x z) = (exp(1))* = €.

Sur la base des résultats précédents, on peut calculer les limites de
I’exponentielle en —co et +o0.

Théoreme 20. On a :

xll)r}loo exp(z) = 0, xllffoo exp(z) = +o0.

Preuve du Théoréme : Calculons d’abord xgrfoo exp(x) ; pour cela
on va comparer exp(x) et x. Plus précisément, on introduit la fonction
g(z) =exp(x) —z. On a

9(0) =exp(0) —0=1-0=1>0
et
g'(xz) = (exp(2))’ — ()" = exp(z) — 1.
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Si x > 0, comme la fonction exponentielle est croissante il résulte
que exp(x) > exp(0) = 1, donc

g(x) >0 Va>0.

Sur l'intervalle [0; +o0], la fonction g a donc une dérivée strictement
positive, et sa valeur en 0 est, elle aussi, strictement positive. On
conclue que la fonction est strictement positive sur cet intervalle. Donc

exp(z) >z VYV >0.
Par conséquent,

lim exp(z) > lim x;
T—400 p( )_a:—H—oo ’

mais lim,_, oo © = +00, donc

xEr—&I-loo exp(z) = +o0.

Pour calculer lim exp(xz), on applique la relation
T—r—00
exp(z + y) = exp(z) X exp(y) pour = et y = —x; on obtient que
1 = exp(0) = exp(x — x) = exp(z) X exp(—x),

donc )
exp(z) = ——.
p(z) exp(—2)
Par conséquent,
lim exp(z) = lim
Tr——00 T——00 exp(—x)
) 1
= lim
z—+00 exp(T)
B 1 1 0
zgrfoo exp(xz) +oo
Le théoréme est ainsi démontré. O

De méme que le logarithme augmente plus lentement que les puis-

sances, I’exponentielle croit plus vite que toute puissance. Plus précisément :
exp()

= +o00 pour tout exposant a > 0.



5.4. Sinus et Cosinus.

5.4.1. Définition de sin(x) et cos(x). Sinus et Cosinus sont des fonc-
tions périodiques de période 2. Il suffit dont de les définir sur l'in-
tervalle x € [0;2]. Pour cela, on consideére un cercle de rayon égal a
1 dont le centre est 1'origine des axes 0.

A

B sin(x) (>0)

sin(y) (>0) y

°°S<Y> 0 m >0)

Y

Pour tout nombre = entre 0 et 2, prenons le point A sur la cir-
conférence de ce cercle, tel que ’angle entre ’axe des abscisses et le
rayon 0A, mesuré de droite & gauche soit égal a z. Notons A’, la pro-
jection de A sur l'axe des abscisses : par définition, le sinus de x est
la longueur du coté vertical du triangle rectangle 0AA’, prise avec le
signe plus si le point A est au-dessus de ’axe des abscisses, et avec le
signe moins si le point A se trouve en-dessous de cet axe.

Pour le cosinus, on considere la longueur du co6té horizontal, avec le
signe moins si A est & gauche de ’axe des ordonnées, et avec le signe
plus, si A se place a droite de cet axe. Dans 'exemple illustré plus
haut, sin(x) > 0 et sin(y) > 0, car les points A et B sont tous les deux
au-dessus de I’axe horizontal des abscisses, mais cos(z) > 0 tandis que
cos(y) < 0, car si le point A est a droite de ’axe vertical, le point B,
lui, est & gauche de ’axe des ordonnées.

27

5.4.2. Valeurs remarquables de sin(z) et cos(x). On voit directement
sur le cercle que :

sin(0) = 0, sin (g) — 1, sin(r) = 0, sin <32”) _

tandis que

3
cos(0) =1, cos (g) =0, cos(m) = —1, cos (;) =0.

Siz = %, alors le triangle rectangle 0AA’" est isocele, donc les cotés
0A et AA’ ont la méme longueur; le théoreme de Pythagore nous

permet de la calculer - sa valeur est g En utilisant a nouveau le
cercle trigonométrique, on obtient que :

sin (5> V2 (3”> _ V2 <57T> _ V2

4 27 4 27 4 27
(T V2
()=
et aussi
7 V2 3w V2 5w V2
coS (4) =5 08 <4) =~ cos <4> =—5
T\ V2
cos <4> =5
Si z = §, alors le triangle rectangle 0AA” a I'hypoténuse 0A deux

fois plus longue que le coté AA’. Le théoreme de Pythagore nous
permet encore une fois de calculer les longueurs des cotés. On en déduit

V3

que AA’ est égal & 1, tandis que 0A’ a la longueur de ¥, et donc :
. (77) 1 . 5T 1 . T 1 . 117 1
sin(—=)==,s8in|—|==,sin|— | =—=,sin|— ) =—=,
6 2 6 2 6 2 6 2

et
(7‘(‘) _ V3 ST\ V3 7T _ V3
cos =—,co8|— ) =—"—,co8| — | =——,
2 6 2 6 2

cos (1T _ V3
6 ) 2



N|—

Finalement, quand z = %, les c6tés du triangle 0AA" sont 04" = 3
et AA = @, donc

o (3) =52 o (2) = () = -

3 2’ 3 2 3 2’
. 5T V3
sin| — | = ——,
3 2

/

Théoréme 21. On a

sin(z) = cos (g - .CE) Ve e R

Preuve du Théoréme : Considérons le point A sur le cercle tri-
gonométrique correspondant & l'ange x; le point qui corresponds a
I'angle y = § — x est alors le point B, qui est le symétrique de A par
rapport a la premiere bissectrice.

La somme des mesures d’angles d’un triangle est de 7 ; alors ’angle
L0AA est égal A — (5 +2) = L — z, donc & £BOB’. On constate
donc que les deux triangles rectangles AA'0 et BB'0 ont les mémes
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angles; comme de plus, les deux hypoténuses ont la méme longueur
(il s’agit dans les deux cas du rayon du cercle), les deux triangles sont
superposables (égaux).

Par conséquent, leurs cotés ont - deux par deux - la méme longueur ;
le coté vertical de 'un aura la méme longueur que le co6té horizontal
de l'autre, et réciproquement. On obtient ainsi que sin(z) = cos(y), et
comme y = § — x, la preuve du théoreme est complete. O

Les fonctions sinus et cosinus ont été précédemment définies, mais
seulement pour des arguments entre 0 et 27 (& savoir les angles
qu’on peut réaliser sur le cercle trigonométrique). Pour les définir
pour d’autres valeurs de x, négatives ou supérieures a 2 m, on uti-
lise la périodicité : plus précisément, on demande a ce que sinus et
cosinus ne changent pas de valeur si on additionne 27 & I’argument :

sin(z + 2 ) = sin(z), cos(x + 2 m) =cos(x) VreR.

En utilisant la symétrie du cercle trigonométrique par rapport aux
deux axes de coordonnées, comme on ’a déja faite pour la symétrie
par rapport a la premiere bissectrice, on obtient :

sin(—z) = —sin(z), cos(—x) = cos(x), VzeR.

On voit que "le signe moins traverse la parenthése pour sinus” (en
des termes plus formels, on dit que la fonction sinus est impaire) et que
”le signe moins disparait pour cosinus” (donc que la fonction cosinus
est paire).

Appliqué dans le triangle AA’0, le théoreme de Pythagore donne la
relation fondamentale :

sin?(z) + cos?(z) =1 Vz € R.

Des arguments géométriques (qui dépassent le cadre de ce cours)
nous permettent de prouver les formules pour le sinus et le cosinus de
la somme de deux angles :

sin(z 4+ y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z), Vz,y € R,
cos(z + y) = cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) Vz,y € R.
En particulier, quand x =y, on a :
sin(2z) = 2 sin(z) cos(z), Vx € R,
cos(2z) = cos?(z) — sin®(z) = 2cos?(x) — 1 =1 — 2sin*(z) Vz € R.



Théoréme 22. On a

sin(p) + sin(q) = 2sin <p—;—q> cos <p;q> Vp,q € R,

cos(p) + cos(q) = 2 cos <p2—|—q> cos <p2—q> Vp,q € R.

Preuve du Théoréme : Appliquons la formule sin(z+y) = sin(x) cos(y)+

sin(y) cos(z) pour z = 2% et y = 254, On obtient que :
. (p+q,p—qa\ _ . (p+q p—q
sin + — = smm|—— | cos|—7—
2 2 2 2
. (P—4 p+q
sin | =—— | cos | —— | ;
() e (75);
parcequep—gq+pg;q:p,ona

sin(p) = sin pt4 cos (229 4sin (222 cos pt4 .
2 2 2 2

On refait les mémes calculs mais pour z = ’? et y = 455 ; on en
déduit que

sin(q) = sin pta cos [ L) 4 sin [ L2 cos ptay.
2 2 2 2 ’

parce que sinus est une fonction impaire on a sin ( ) —sin

| w
iS]

q

N ‘

et parce que cosinus est une fonction paire on peut écrire que cos (
cos (%).
Il résulte que

it (57 s (757) i (25 o (259).

En faisant la somme des relations pour sin(p) et sin(q) on a

sin(p) + sin(q) = 2sin (p—;q) cos (p;q) ,

c’est-a-dire la premiere des deux conclusions du théoreme.
L’autre formule s’obtient de la méme maniere, mais en partant de
la relation cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y). O
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Le théoréme suivant démontre une série d’inégalités tres impor-
tantes pour le calcul des dérivées des fonctions sinus et cosinus.

Théoréme 23. On a

10 cos(x <sm(x)<1 V—E<a:<z,a: 0
2 2
1
(1) 0< 17 T yocaan
T

x 11— cos(x)
(12) 5 < .

Preuve du Théoréme : Soit x un nombre réel tel que 0 < x <
3, et soit, dans le cercle trigonométrique, le secteur circulaire ABD,
délimité par les rayons [AB] et [AD], qui font entre eux un angle de
mesure . On considére la hauteur [BE] du triangle ABD, et on pose
F pour lintersection entre la droite AB et la perpendiculaire en D a
AD.

<0 V-7m<z<0.

F
0.7

0.6
0.5
0.4

tan(x)

o sin(x)
0.2

0.1

cos(x)
0 N
-0.1 A 0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 11 1.2
o E D

Sans qu’il soit besoin de calculs, on connait déja les longueurs d’une
partie des cotés des deux triangles ABD et ADF : |BE| = sin(z),
|AD| = 1, |AB| = 1; il nous reste a calculer la longueur de [DF].
Pour cela, on applique le théoreme de Thales dans le triangle ADF,
coupé par le segment [BE], parallele avec le c6té [DF] du triangle, et
on obtient que

|AE| |BE]
|AD|  |DF|’



donc
|BE| x |AD| sin(xz) x 1  sin(z)
|DF| = = = :
|AE]| cos(x) cos(x)
L’aire du triangle ABD est égale au demi-produit de la hauteur [BE]

sin(z)x1

par la base [AB], ce qui donne . Cette aire est plus petite que
I’aire du secteur circulaire ABD), qui est égale a la moitié de la valeur
de I'angle £ BAD, donc a 3. A son tour, ’aire du secteur circulaire est
plus petite que laire du triangle ADF, qui est égale au demi-produit
de la hauteur [DF] par la base [AD], donc & 2

2 cos(z)”

Par conséquent,

sin(z) =z sin(x) T
<o <o/ Vi<r<.
2 2 " 2cos(zx D)

)
En multipliant I'inégalité % < 3 avec le nombre positif % on a

que
sin(z)

<1v0<x<g
(z)

' e 2
z sin(z) ,vec le nombre positif %,

En multipliant I'inégalité § < 5 c0s(z)

on obtient que

cos(x) < sin(z) Vo<z< E;
T 2
I’inégalité
cos($)<%<1 V0<x<g,

est donc établie.
Les fonctions cos(x) e
ot sin(— :1:) _ 7sin(z) _ sin(z)
x

t Smx(x) sont paires ; en effet, cos(—z) = cos(x)

, donc l'inégalité cos(z) < smmﬁ < 1,
etabhe pour 0 < :c <z 2 est automathuement vraie pour —% < x < 0.

La relation (10) est ainsi démontrée.

Pour démonter la deuxieme inégalité, on applique la relation cos(2a) =

1 — 2 sin*(a) pour a = %, et on obtient que
x
cos(z) = 1 — 2 sin? <§> Vx € R,

donc
1 — cos(z) _y sin? (%)

X

Vo € R.
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Nous savons que 0< sm(a) < 15810 <a< 7;en appliquant cette

relation pour a = 3, on obtlent que

06 1wl

0<—3
2
et, apres avoir élevée cette relation au carrée, on déduit que

in(3))’
<<m:2> <1l Yo<z<m,
2

donc
2 (T
sin® (% x
0<2ﬁ<* VO <2 <.
x 2
On a ainsi prouvé 'inégalité (11). Soit finalement —7 < = < 0;
alors 0 < —x < 7, donc
1 —cos(—= -
0<———i—l<4— V—rm<ax<O0;
-z 2
parce que cos(z) = cos(—x) pour tout = € R, on obtient que
1 — cos(z
0<————il V—rm<ax<O0,
x

et la relation (12) résulte en multipliant la relation précédente par
—1. O

Sur la base du théoreme précédent, on peut calculer les dérivées des
deux fonctions trigonométriques.

Théoréme 24. On a
sin’(z) = cos(z), cos'(z) = —sin(z) Vz eR.
Preuve du Théoreme : La définition de la dérivée donne :

sin'(z) = lim sin(z + h) — sm(:c)‘
h—0 h

On sait que sin(z + h) = sin(z) X cos(h) + cos(z) X sin(h), donc

N . cos(h)—1 . sin(h)
sin’(z) = sin(z) }lg% — + cos(x) }lllg(l) P




La relation (10) implique

in(h
lim cos(h) < lim sin(h) < lim 1;
h—0 h—0 h h—0
parce que
lim cos(h) = 1 = lim 1,
h—0 h—0
il résulte que

lim S0 _
h—0 h

De la méme maniere, les relations (11) and (12) impliquent que
lim cos(h) — 1 _
h—0 h

On peut donc conclure que

sin’(z) = sin(x) x 0 + cos(x) x 1 = cos(x). Vr € R.

0.

La dérivée du cosinus se calcule d’une fagon analogue. O

Le schéma suivant présente les graphiques des deux fonctions tri-
gonométriques étudiées ici (le sinus et le cosinus).

f(x) f(x)

] sin(x) cos(x) |
N L/ ™ x

- x

T T T

5.4.4. Arcsin et arccos. La fonction réciproque de la restriction de

sin(z) a l'intervalle z € [—g; g} s’appelle Arcsin. Donc

T
arcsin : [—1; 1] — [——; —}

272
est la seule fonction qui satisfait les relations

sin(arcsin(x)) = x, arcsin(sin(z)) = x.
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En guise d’exemple, calculons arcsin (%) On sait que

. 1 E[ T 7Ti| . . 1 _1_
arcsin 5 5 5 sin | arcsin 5 =3

en d’autres mots, calculer arcsin (%) revient a chercher le seul nombre
z de I'intervalle [—7Z; 2] tel que sin(z) = 3.
L’analyse du cercle trigonométrique nous indique que ’équation

sin(x) = % a deux solutions entre —m et m: x = § et z = %“. Parmi

ces solutions, il n’y a que § qui soit dans l'intervalle [—K' ’T]. On peut

20 2
donc conclure en disant que

. (1 T
arcsin | = | = —.
2 6
De méme, la fonction réciproque de la restriction a l'intervalle x €
[0; ] de cos(z) s’appelle Arccos :
arccos : [—1; 1] — [0; 7],
cos(arccos(z)) = = arccos(cos(z)) = .

5.5. Tangente et arctangente. La fonction obtenue en divisant le
sinus d’un angle par son cosinus s’appelle la tangente de ’angle en
question :

sin(x)

tan(x) = cos(z)’

Comme la fonction cos(x) est placée au dénominateur, on ne peut
calculer la tangente d’un angle dont le cosinus fait zéro, a savoir un
angle de la forme x = § + k7, k € Z. Par conséquent, le domaine de
la fonction tangente est I’ensemble R dont on enléve I’ensemble infini
{Z+kn: keZ}.

A la différence des fonctions sinus et cosinus, qui sont périodiques
de période 2 7, la fonction tangente est périodique, mais sa période est
de seulement 7.

Théoréme 25. On a

tan(z + 7) = tan(z) VmER\{g—i—kﬂ: kEZ}.



Preuve du Théoréme : Rappelons qu’une fonction f(x) est dite
périodique s’il existe un nombre 7' > 0 tel que la relation f(x) =
f(x+T) est valable pour tous les x € R; la période de la fonction est
la plus petite valeur T' > 0 qui satisfait cette relation.

Pour démontrer que 7 est la période de la fonction tangente, il faut
d’abord prouver que tan(z + 7) = tan(z).

On a ( )
sin(x + )
tan(x + ) = g
parce que
sin(x + ) sin(x) cos(m) + cos(x) sin(m)
= sin(x) x (—1) 4 cos(z) x 0 = —sin(x),
et
cos(r +m) = cos(x) cos(m) — sin(z) sin(r)
= cos(x) x (—=1) —sin(z) x 0 = — cos(z),
il résulte que
tan(z 4+ 1) = — sin(z) =tan(z) Vz eR.

— cos(x)

La fonction tangente est donc périodique. Soit T' > 0 un nombre
réel tel que tan(z + T') = tan(T) pour tout z € R. Alors, tan(0) =
tan(0 + 7T), donc tan(T) = zg;((?])) = 0. Mais tan(7") = 0 implique que
sin(T) =0, et alors T' =k, m, k € Z.

On a ainsi prouvé que tout nombre 7' > 0 tel que la relation tan(z+
T) = tan(T") est satisfaite pour tout x € R est plus grand ou égal que
7 (plus précisément, c’est un multiple de 7). Le nombre 7 est donc la

période de la fonction tangente. ([

On peut facilement calculer la tangente d’'une somme de deux nombres :

sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y)’

sin(z +y)
cos(x +y)

tan(z +y) =

en simplifiant la fraction avec I’expression cos(z) cos(y) on obtient que

sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y) _ tan(x) 4 tan(y)
cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) 1 — tan(x) tan(y)’

donc

tan(z) 4 tan(y)

tan(z +y) =

1 —tan(x) tan(y)’
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Sur la base de ce résultant, on peut calculer la dérivée de la fonction

tangente.
Théoréme 26. On a

tan’(z) = 1 + tan?(z).

Preuve du Théoréme : Commencons par le calcul de deux limites.

Parce que

lim sin(h) = sin(0) =0, lim cos(h) = cos(0) = 1,

h—0 h—0

il résulte que

lim tan(h) = sin(0) =
h—0 cos(0)
En rappelant que lim sm}Eh) =1, on déduit que
h—0
. tan(h) . sin(h) 1 1
lim ——= =1 =1x-=1
hso  h R0 ko lim cos(h) 1
h—0

Revenons au calcul de la dérivée; on a

tan(x + h) — tan(z)

tan’(x) = li
lle) = Jim =

parce que

tan(z) + tan(h)
1 — tan(x) tan(h)

tan(x 4+ h) — tan(z) =

)

— tan(z)

tan(x) + tan(h) — tan(z) + tan?(z) tan(h)

1 — tan(x) tan(h)

tan(h)(1 + tan?(z))

1 — tan(z) tan(h) ’



on obtient que
1 2
tan'(z) = (hm tan(h)> y + tan®(x)

0 h 1 — tan(z) x <lim tan(h))
h—0

1+ tan?(x)

- 1x
8 1 —tan(x) x 0

=1+ tan®(z).

O
Par conséquent, la tangente est une fonction strictement croissante

sur chaque intervalle de la forme |5 + (k — 1)m; § + kx|, k € Z.

) 0

_TC Arctan(x)| 3
2 B x

2

tan(x)

a

y X

(‘_'

I\JJ

La fonction réciproque de la restriction de la fonction tangente sur
I'intervalle ]—g; g[ s’appelle la fonction arctangente, noté arctan(z).

En d’autres mots, arctangente est la seule fonction telle que

T
tan : R — } Iz [
arctan 5 3
tan(arctan(z)) =z Vr € R,

T T
arctan(tan(z)) =x Vx € }—5; 5 [
Parmi les propriétés utiles de la fonction arctangente, mentionnons
que

, 1 1 us
arctan’(x) = T2 arctan(x) + arctan =5
x x
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B Exercices

Remarque : Les exercices et questions précédés du symbole & sont facultatifs et ne seront pas prio-
ritairement corrigés en séance.

Exercice 1. Résoudre sur leur domaine de validité les équations et inéquations suivantes :

4
o Viz-1=\V2+7; 02I+1> 5 0\x+2|:§;
o Va+2l<\2r+3; o,y 3 3
o V2il=a-1; * 71 o+l o .’5_737 ’
82— -5; M2 2 4 o |lz-2|=
10-z)=v-3 a2-1 22+1 a2-1° 4 Jal+5=-1;
& \J2(10-z)=V-3-x; & o+3<TH+1<-30+7; & |5—-4x|=3z-2.

Exercice 2. Donner les domaines de définition dans R des fonctions suivantes :

o fi(z) =VZ 4z 16; . f7(m)=1n(\1/f)z;
. fQ(I):i\M, . fs($)=hl( x);
’ z|-3° _5
-f-m:‘“”lf”- * ﬁ
f’S(U) Vo * fuo@)=V-1-z
o fi(z)=Vzx-122;
o fs(z)= QI - 22 ; * fulo)= cos(x) ,
. fﬁ(z):ffl(z_;l, 1{ ;Z?f - flz(x):w_

z +sin(z)

Exercice 3. Déterminer 'ensemble de définition puis étudier la parité des fonctions suivantes :

1
o fi(z) = ln( -HE) ;e fa(z)=eF+e”; e fy(x)=In(z+VaZ+1); e fi(z)= T ;e f(x) = |Ja+l]|+z-1|.
. . R — R R — R R — R
Exercice 4. On consideére les fonctions f: , g , ebh: 5

1. Déterminer si les compositions fog, go f, goh et ho g sont possibles.

2. Parmi les compositions précédentes, lesquelles sont commutatives et lesquelles ne le sont
pas?

Exercice 5. & On consideére les fonctions

g R R~ R h: e [9’,21] ot g 01 = [0.1]
Tx e 3xz+l’ 9% 2 > 2?-17 e 2 o e 2
1+a2

Peut-on définir les fonctions fog, go f, hok et koh? Sioui, les déterminer.

Exercice 6. Dans chacun des cas suivants, déterminer f(I), vérifier que f réalise une bijection
de I sur f(I) puis déterminer sa fonction réciproque f~' :
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o f(z)=e"" et I=R; * f(@)= l_zle”:]ﬂ“”['
o f(2)=Yr+1+letl=R; & f(z)=V2uw+3-1letl=[F, +oo[;
o f(x)=a?-1etI=[1,+o0[; & f(z)=Va?-letI=]-00,0].

o f(z)=2®-dz+3et]=]-00,2];

Exercice 7. Résoudre dans R les équations suivantes :

o cos(2z-3) =cos (% -z); o cos(z- %)=
e sin(z - %) =sin(§ - x); & sin(2x+7%) =
)=

(

m\:
2

o5

o sin (22 - 31) 78111(7*VL) & cos(3z- %

Exercice 8.
1. Pour tout = dans R, donner trois formules pour cos(2z) et une formule pour sin(2z) en fonc-
tion de cos(z) et sin(z).

1
cos?(z)’
3. Donner une expression de tan(z+y) et tan(z —y) en fonction de tan(z) et tan(y) en précisant

les valeurs de z et y qui conviennent.

2. Montrer, pour certaines valeurs de 2 qui seront précisées, que 1+ tan?(z) =

4. Pour tout = qui convient, donner une formule pour tan(2z) en fonction de tan(z).
Exercice 9. Calculer

e arcsin (sin ( Ldm ) ) ;

1 o arccos (cos (4m));
o sin (arcsin (%)) ; o cos (arcsin(£));
o arccos (cos (%)) o arccos (sin (7).

Exercice 10. Trouver toutes les valeurs de z ¢ [0, 27] telles que sin(z) + cos(z) > 1
Exercice 11. & Montrer que, Yz € [-1,1], arcsin(z) + arccos(z) = J.

Indication : on pourra séparer la preuve en cing cas : x = -1,0,1, x €]0, 1[ puis x €]-1,0[. 1
Dans le cas ou x €]0,1[, on pourra utiliser le triangle rectangle ci-contre.
x
Exercice 12. Calculer lorsqu’elles existent les limites en 0, +oo et —co des fonctions suivantes :
22 -3z-1 —3z% + 528 ) 22

2
cf@) =TT gl - « h(2) =

—x+1.
24 + 22 1
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Exercice 13. Calculer les limites suivantes :

. 1 .
o lim ez & lim VzZ+z+1-(x+1).
=0~ . T—+00 .
° Tli%ae?; & lim 7(65 D@+ 1)
o 320owd aoveo @il
e lim —————; ;
z+00 22 +3x -1~ *Lligx2731'+27x72.
e lim Va+3-Va-5; In(1+z)
>+ . g
= oo\/27 & lim ——=.
e lim Va?+ax+1-2x; -0 QSIIL.”L‘
T—>+00
. x°-16
Coa?-1 & lim
. hrrll 1 ; x4 \/T -2
=1 T — 2
2 sin®(z)
.ozt =-\z im e
e lim \f 4 lim

Jim en T+ cos(x)’

Exercice 14. On considére la fonction f:[-1,1] - R définie par

Viea?-V1-22
f(L): — s1 z#0
x
0 si z=0.

Montrer que f est continue sur [-1,1].

Exercice 15. On consideére I'application f: I — R définie par

.2

f(z) = Vrel.

x
N
Déterminer le domaine de définition I de f. f est-elle continue sur I ?

Exercice 16. & Etudier la continuité de la fonction h : R - R définie par
. .1 .
h(x){ sin(z)sin(=) si x20
- x
0 x=0.

Exercice 17. & On considere la fonction f: R - R définie par

2% -8 . 9
f(z) = x -2 S? rE
a si ox=2.

Pour quelle valeur de « la fonction f est-elle continue sur R ?

Exercice 18. Déterminer un réel a tel que la fonction suivante soit continue sur R.
e"+1 si x<0,
f(z) = a si xz=0,
2+zln(z) si x>0.
Avec la valeur a trouvée, la fonction est-elle dérivable en 0?

Exercice 19. Donner le domaine de définition et de dérivabilité des applications suivantes puis
calculer leurs dérivées :
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« (o) = D2 +f9<z):eXp( 2‘“’);

x -z 2 _
T e E * frofz) 1(%”51 :
o f3(x) =In(2z+9); & f11(z) = In(arctan(3z + 1)) ;
o fi(x) =arcsin(3z +9); & fio(z) = M
4(x) = S €T 5 12() = m
o f5(x) = éarccos@x +1); & fi3(x) =In(3 - 22 - 2z) + arctan(V3 - ) ;
o fo(x) =Va2+2z- 1a1'ctan(xf 1) ; & fiu(x) = arcsin(ii 1) ;
o fr(x) = In(1 +2?); & fi5(x) :arccos(xil);
o fa(x) =Ver - 1; & fi6(x) = arccos(sin(x)).

Exercice 20.  Appliquer la régle de I’'Hospital pour calculer les limites des fonctions suivantes
lorsque = tend vers 0 :

z In(z+1) 1 - cos(x) z —sin(z)
: _ e p—" A h:xr» ———; kixr» ——=.
< fiwe (1+z)2-1" *9e NI s tan(z) s a3

Exercice 21. Montrer que les équations suivantes ont des solutions dans l'intervalle I donné.
o Vat+6r+1=2et1=[0,+00[;
o cos(2z) =2sin(z)-2et [ = [—%, 71
ez’ —2?+1=0et=[-2,0].
Exercice 22. En utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires, prouver que les équations
suivantes admettent au moins une solution dans leurs domaines de définition :

e 22 +1n(z) = 0; \ a2l
e sin(z) +cos(x) = 3; Qx3+:r+.1;:0.

Exercice 23. En utilisant le théoréme des accroissements finis, montrer les résultats suivants :
o pour tout z € [0, 3], sin(z) < z;

+ pour tout v € [0, %], 2% < cos(x) - 1 < 0.
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