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CHAPITRE VII

Arithmétique des nombres entiers

Le début de ce chapitre a pour but de justifier des résulats avec plusieurs desquels
le lecteur est censé étre déja familier.

Lecture recommandée pour ce chapitre : le début du livre de G.A. Jones et M.A.
Jones, Elementary number theory (Springer, 1998).

1. Division euclidienne et pgcd

Dans ce cours,
N ={0,1,2,...}
désigne I’ensemble des entiers naturels et
Z={..,-2,-101,2,...}

celui des entiers rationnels. Ces ensembles sont donnés avec I'addition (3 4+ 5 = 8), la
multiplication (3 X 5 = 15) et la comparaison (3 < 5) de leurs éléments.

Deux remarques de notation. (a) Le produit de deux entiers x,y € Z s’écrit le plus
souvent zy ; on n’ajoute un point ou une croix que s’il y a risque de confusion : distinguer
21 x4=284,214 et 2 x 14 = 28.

(b) En francais mathématique, on dit «z est positif» pour «z > 0» ; il faut prendre
garde que, en anglais, «x is positive» signifie «z > 0» et «x is non-negative» si-
gnifie «x > 0». De plus, dans la majorité des livres en anglais, N désigne 1’ensemble
{1,2,3,...}, sans le zéro.

1.1. Division euclidienne’.

THEOREME. Soient n,d € Z avec d > 0. Il existe deux entiers q,r € Z tels que
n=qd+r e 0<r<d.
De plus q et r sont uniquement déterminés par ces conditions.
PREUVE. Ezxistence. Soit S '’ensemble des entiers positifs de la forme n — kd, avec
k € Z. Comme S est non vide et minoré, S possede un plus petit élément ; notons-le r.
Par définition, il existe ¢ € Z tel que r =n — qd, et r > 0. On a aussi r < d, sinon, en

posant ' = r—d, on aurait 7’ < ret ' =n—(g+1)d € S, contrairement a la définition
de r.

Unicité. Supposons que

n=aqd+r = qgd+ry et 0 < r,r <d

I invocation d’Euclide pour ce résultat est un peu grandiloquente, mais constitue néanmoins un usage répandu.
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Si on avait ¢; < g9, on aurait r; = (g2 — q1)d + 19 > d, ce qui est impossible. De méme
g2 < q1 est impossible. Donc ¢; = @2, et par suite r; = rs. O

1.2. Définitions et notations. Soient n,d € Z, avec d # 0. On dit que d divise n,
ou que d est un diviseur de n, ou que n est un multiple de d, et on écrit d | n, s’il existe
q € Z tel que n = qd. Dans le cas contraire, on écrit d t n.

EXEMPLES. 16,2 |6,3]6,416,516,6]6,716,6|0.

1.3. Propriétés immédiates. Si a,b,c € Z \ {0} et z,y € Z, alors

a|lb, a>0, b>0 implique 1 <a<b,
a|betb|c implique a]c,
a | b implique ac | be,
a|betalc implique a| (zb+ yc).

1.4. Définitions. Le plus grand commun diviseur d’entiers non tous nuls a4, ..., a,
est le plus grand des entiers & > 0 qui divisent chacun de ces entiers; on le note

pged(ay, ..., ap).
On dit que aq,...,a, sont premiers entre eux si pged(ay,...,a,) = 1. On dit in-
différemment «8 et 13 sont premiers entre eux» ou «8 est premier a 13».

EXEMPLES. pged(8,12) = 4; les trois entiers 6, 10, 15 sont premiers entre eux.

REMARQUES. (i) Si a, k sont deux entiers non nuls, alors pged(a, ka) = |al.
(ii) Sie€y,...,e, € {1,—1}, on a pged(eray, ..., €.a,) = pged(ay, ..., a,).
1.5. LEMME. Soient n,d € 7Z avec d > 0 et soient q,v comme au théoréme 1.1 :
n=qd+ret0<r<d Ona
pged(n, d) = pged(d, ).

PrREUVE. Il suffit de vérifier que I'ensemble des diviseurs communs de n et d coincide
avec I’ensemble des diviseurs communs de d et 7, ce qui est immédiat. U

1.6. Algorithme d’Euclide?.

PROPOSITION. Le pged de deux entiers dy,ds tels que di > dy > 0 peut étre calculé
par ['algorithme suivant.

Premiere étape. Par division euclidienne, on obtient dy = qi1ds + d3 avec ¢ € N et
0 <ds <ds. Sids=0 alors dy = pged(dy,ds). Sids >0 on passe a l’étape suivante.

Deuxieme étape. Par division euclidienne, on obtient dy = qods + dy avec ¢ € N et
0<dy <ds. Sidy=0 alors d3 = pged(dy,ds). Sidy > 0, on recommence ...

Le nombre des étapes est nécessairement fini car dy > dg > dy > -+ > 0.

Si s désigne le plus grand entier tel que ds > 0, alors dy = pged(dy, ds).

2Euclide, Livre VII, Propositions 1 et 2.
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PREUVE. Notons comme suit le résultat des étapes successives de 1'algorithme d’FEu-

clide :
dy = qidy +d3

dy = qodz +dy

ds—2 - QS—2ds—1 + ds
ds—l = QS—lds~

Il résulte du lemme 1.5 que
ngd(d17d2) = ngd(d2,d3) == ngd<dsflads) = ngd(QSflds;ds)

et de la remarque 1.4(ii) que
pged(di, d2) = ds. O

Le plus grand commun diviseur comme combinaison linéaire entiére.
L’algorithme d’Euclide fournit également deux entiers x1, x5 tels que

ngd(dl, dg) = xldl + (L’gdg.

PREUVE. Démontrons ceci sur I’exemple pour lequel d; = 22 et dy = 6. On calcule
dy = qude+d3 ou 22 =3x6+4 (1 =3, d3=4)
dy = qudz+dy ou 6 =1x4+2 (=1, dy=2)
d3s = qzdy+ds ou 4 =2x2+0 (gs=2, d5=0)
donc pged(22,6) = dy = 2. De plus
pged(22,6) = 2 = dy = dy — quds = dy — q2(dy — uda) = —qodi + (1 + q1g2)d
= —22+4 x6. [

Majoration du nombre d’étapes
PROPOSITION. Si s = s(d1,dz2) désigne le nombre d’étapes de l’algorithme d’Euclide alors s est majoré par

In(d2)

() ()

s < 24

ot 0 = %(1 +/5) a2 1,618034 est le nombre d’or.

RAPPEL. Comme lfogé(l;)) = lfn(f;)), la majoration (*) peut aussi s’écrire avec des logarithmes décimaux. Rappelons

par ailleurs que di > da.

PREUVE. On constate d’abord que g > 1 pour k € {1,...,s — 2}, car di, > di42, et que gs—1 > 2, car ds—1 > ds.

On remarque ensuite que, si a est un diviseur commun de d; et da, alors s(dy/a,d2/a) = s(d1,d2). 11 suffit donc de
montrer (x) lorsque di et da sont premiers entre eux, c’est-a-dire lorsque ds = 1.

Dans ce cas
di, > 0% pour tout ke {1,...,s}.

Vérifions ceci par récurrence descendante sur k. D’abord ds = 1 = 09 et ds_1 = gs—1 > 2 > 0. Soit ensuite k < s — 2 et
supposons les inégalités dyyo > 05—k=2 et di41 > #5—k—1 déja montrées. Alors

dp = qrdps1 +digo > dig1 +dpga > 0°7F 20 +1) = 0°7F
car 0 +1 =02
En particulier d2 > 0°~2. En prenant les logarithmes, on obtient
In(d2) > (s —2)In(6)

comme annoncé.
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REMARQUE. La preuve ci-dessus indique que, pour obtenir des paires (di,d2) telles que s(d1,d2) soit grand, il faut
prendre des termes consécutifs de la suite de Fibonacci®. Par exemple, si di = 55 et da = 34, on trouve

In(34)
=8< 2
S8 20

~ 9,328.

1.7. COROLLAIRE. Soient a,b € Z, non tous les deux nuls, et d = pged(a,b). Soit
c € Z. L’équation
ar +by = c
a une solution x,y € Z si et seulement si ¢ € dZ. [Voir aussi le corollaire 11.]

En particulier, il existe x,y € Z tels que ax+by = d. De plus, les diviseurs communs
de a et b sont les diviseurs de d.

PREUVE. S’il existe x,y € Z tels que ax + by = ¢, nous avons déja remarqué au
numéro 3 tout diviseur commun de a et b divise ¢, de sorte que d divise c. Donc ¢ € dZ.

Pour la réciproque, la proposition 1.6 montre qu’il existe zg, yg € Z tels que d = axg+
byy. Pour tout ¢ = kd € Z, il suffit de poser x = kxg,y = kyy pour que ¢ = ax + by. U

1.8. Théoréme de Bézout*. Le théoréme suivant (la terminologie est bien étab-
lie) n’est qu'un cas particulier du corollaire 1.7.

THEOREME. Deuz entiers a,b non tous les deux nuls sont premiers entre eux si et
seulement s’il existe des entiers x,y tels que

ar + by = 1.
ExXEMPLE. Trouver toutes les solutions en nombres entiers de 1’équation
042 = 17x — 11y.

Il s’agit de ’exemple original de Bézout, extrait de son Cours de Mathématiques a l'usage
des Gardes du Pavillon et de la Marine, en 6 volumes (1764-1769) ; dans ses termes :
On demande en combien de manieres on peut payer 542 livres, en donnant des pieces
de 17 livres € recevant en échange des pieces de 11 livres.

On obtient sans peine 17 x 2 —11 x 3 =1, et donc 17 x 1084 — 11 x 1626 = 542. La
solution générale est donnée par

17 x (1084 + 11 x k) — 11 x (1626 + 17 x k) = 542 (k € Z)

SRappel : la suite de Fibonacci (fn)n>o est définie par fo =1, fi =1 et fn = fn—1 + fn—2 pour tout n > 2. On
vérifie facilement par récurrence sur n que

1
fn = 7 (6"+1 + (—0)7”71) pour tout n >0

(exercice 1.4 du chapitre I). Ici dy, > fs_k41 pour tout k € {1,...,s}, comme il résulte d’'un argument par récurrence
descendante sur k; en particulier dg > fs—1. Ceci montre bien pourquoi le nombre d’or 6 joue une role dans la majoration
de s.

4Plusieurs auteurs orthographient « Bezout» , sans accent. Il s’agit pourtant bien d’Etienne Bézout, né & Nemours
en 1739, qui fit partie de I’Académie des Sciences des 1758, et qui est mort en 1783. Il écrivait lui-méme son nom avec
I’accent aigu, comme en témoigne le fac similé de sa signature paru dans l’article de F. Gramain, Les degrés des nombres
algébriques cos(2m/n) et sin(2w/n), Gazette des mathématiciens 58 (novembre 1993) 29-37.

Ceci dit, ce résultat ne serait pas di & Bézout, mais & Claude Gaspar Bachet, sieur de Méziriac. Son livre de Problémes
plaisans et délectables, dont la seconde édition date de 1624, semble avoir été un grand classique pendant plus de deux
siecles, comme en témoignent les trés nombreuses éditions ultérieures.
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I1 est raisonnable de choisir £ = —95, qui minimise le nombre de «pieces» en jeu, d’ou
la solution particuliere
17 x 39— 11 x 11 = b42.

La solution générale écrite sous la forme
17x (39411 xs)—11 x (11 +17 x s) = 542

fait donc intervenir des nombres positifs de pieces si et seulement si s € N. Comme le dit
Bézout : On peut donc satisfaire a cette question d’une infinité de manieres différentes,

qu’on aura toutes en mettant dans les valeurs [...], au lieu de s, tous les nombres entiers
positifs imaginables [...]. (J'ignore s’il y avait a 1’époque de Bézout des pieces de 17 et
11 livres.)

1.9. Les énoncés 1.7 et 1.8 se généralisent comme suit a un nombre n > 2 d’entiers.

THEOREME. Soient n un entier, n > 2. Soient ay,...,a,+1 des entiers tels que
ai,...,a, ne sont pas tous nuls. On pose d = pged(ay, ..., a,).
(i) Les diviseurs communs de ay, .. .,a, sont les diviseurs de d.

(ii) pged(ay,...,an,ant1) = pged(pged(ar, . .., an), any1).
(iii) L’équation
a1 xy+---+apx, = C

posseéde une solution x4, ...,x, € Z si et seulement si ¢ € dZ.
En particulier, il existe xy,...,x, € Z tels que a1x1 + - - - + a,x, = d.
(iv) Les entiers ay, ..., a, sont premiers entre eux si et seulement s’il existe des entiers
T1,...,T, tels que

ar1+ - +apxr, = 1.

PREUVE. On procede par récurrence sur n.

Soit d’abord n = 2. L’assertion (i) est contenue dans le corollaire 1.7. Il en résulte
que ’ensemble des diviseurs communs a a1, as, az coincide avec ’ensemble des diviseurs
communs & pged(aq,az) et as, et I'assertion (ii) en résulte. Les assertions (iii) et (iv)
sont des répétitions du corollaire 1.7 et du théoreme 1.8.

La vérification que les assertions pour n > 3 résultent des assertions analogues pour
n — 1 est laissée en exercice au lecteur. U

1.10. PROPOSITION (Gauss®). Soient a,b € 7Z deux entiers premiers entre eu,
a#0,etceZ. Sia|be, alorsa | c.

PREUVE. Puisque pged(a, b) = 1, il existe x,y € Z tels que ax + by = 1. On a donc
acr + bey = c.

Vu que a divise évidemment ac, si a | be, alors a | (acx + bey), c’est-a-dire a | ¢. O

EXEMPLE. 7 | 4200 implique 7 | 42, car pged(7,100) = 1.

SEuclide pour a premier.
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1.11. COROLLAIRE. Soient a,b € Z \ {0} et ¢ € Z; on pose d = pged(a,b). On
suppose que l'équation a& + bn = ¢ (les inconnues étant & et n) posséde une solution
x €4,y € L, c’est-a-dire que c € dZ.

Alors toute solution en entiers de cette équation est de la forme

c = CL(Q?"—kbl) + b(y—kal)

Uloe

avec k € Z, ot a; = § et by =

PREUVE. Soient m,n € Z tels que ¢ = a(x + m) + b(y —n). On a am = bn, donc
aussi a;m = byn en divisant par d. Vu que aq, b; sont premiers entre eux 9, il résulte de la
proposition 1.10 que | = n/a; et k = m/b; sont des entiers. En divisant chaque terme de
I’égalité a;m = byn par a;by, on obtient k£ = [. Par suite m = kb, et n = la; = kay. U

1.12. Définition. Un sous-ensemble I de Z est un idéal s’il est non vide et si, pour
tous a,b € T et x € Z,onaa+b € I et ax € I. [Cette notion d’idéal sera étendue a
d’autres anneaux au chapitre VIII.]

REMARQUE. Tout idéal de Z contient 0.

ExXEMPLES. Pour tout d € Z, I’ensemble dZ des multiples entiers de d est un idéal;
de plus, pour di,dy € Z, on a diZ = doZ si et seulement si d; € {ds, —ds}. (On écrit
parfois aussi (d) pour dZ.)

1.13. PROPOSITION. Tout idéal de 7Z est de la forme dZ pour d € N.

PREUVE. Soit I un idéal de Z. Si I = {0}, il n’y a rien a montrer.

Sinon, il existe a € I, a # 0; donc |a| € I, |a| > 0, et I, = {be€ I|b> 0} n’est pas
vide. Soit d le plus petit entier de .. On a évidemment dZ C I. Par ailleurs, tout b € 1
s’écrit b=qd+r avec g € Z et 0 < r < d; comme r € I, il résulte de la définition de d
que r = 0; on en déduit que I C dZ, ce qui acheve la preuve. 0

1.14. PROPOSITION. Soientay,...,a, des entiers rationnels non tous nuls. On pose
d = pged(ay, ..., a,) et
I ={keZ)|ilexiste x1,...,0, €Z tels que k=x1a1+ -+ xna,}
Alors I est un idéal de Z et [ = dZ.

PREUVE. On vérifie immédiatement que I est un idéal de Z. Il résulte du théore-
me 1.9(iii) que d € I, et de la proposition 1.13 qu’il existe un entier e > 0 tel que
1 =eZ.

L’entier e divise tous les éléments de /, en particulier chacun des a;. Comme d est le
plus grand des diviseurs communs aux a;, on a e < d. Par ailleurs, d divise chacun des
a;, donc aussi tous les éléments de I, et en particulier e; par suite d < e. Il en résulte
que d = e. [l

6A justifier!
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Exercices du § VII.1

(VIL.1) Ecrire la liste compleéte des diviseurs de 36, de 59, de 60, et de votre année
de naissance.

(VIL.2) Pour tout entier n > 0, montrer que les entiers n! + 1 et (n 4+ 1)! + 1 sont
premiers entre eux.

(VIL.3) On rappelle que les nombres de Fibonacci sont définis récursivement par fo =
1, i=1et foyr1 = fu+ fu1 pour tout n > 2.

Montrer que deux nombres de Fibonacci successifs sont premiers entre eux.

Est-ce que f,, et f,, sont premiers entre eux pour toute paire d’entiers m, n tels que
m<n?

(VII.4) Vérifier que les trois entiers 6, 10 et 15 sont premiers entre eux et ne sont pas
premiers deux a deux.

Trouver z,vy, z € Z tels que 26 + y10 + 215 = 1.

(VIL5) Calculer le plus grand commun diviseur de 1769 et 2378, et 'exprimer comme
combinaison linéaire entiere de ces deux nombres.

(VIL.6) Combien y a-t-il de solutions de I’équation
1012 + 99y = 30000

avec x,y € N7

(VIL.7) L’algorithme d’Euclide fournit un développement en fraction continue de tout
nombre rationnel ; ainsi, avec les notations de la proposition 6 :

di n 1 N 1 s 1
ds 0 d2/d3—Q1 . 1 = Q1 . 1
P ds/ds a2 1
q3 + .o
ds—1
Par exemple :
22 5. 1
T T
Calculer les développements en fraction continue des nombre i’—gg, % [11 s’agit des

premiers termes d’une suite classique d’approximations de 7. Le terme suivant est la

. 103993
fraction =555
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(VIL.8) Voici une variante du théoreme 1.1 : Soient r,d € Z avec d # 0. Il eziste des
entiers q',r' € 7 tels que

1
n=d¢d+r et |T/|§§|d|
(noter toutefois que r' n’est pas toujours uniquement défini par ces conditions lorsque d
est pair). Vérifier que les étapes suivantes en fournissent une preuve.
(i) Constater que, pour tout = € Q, il existe ¢’ € Z tel que |z — ¢'| < %

(ii) Particulariser a z = n/d.

(VIL.9) Soient Q(i) I'ensemble des nombres complexes de la forme x; + izy avec
71,79 € Q et Z[i] le sous-ensemble de ces nombres” pour lesquels x1, x5 € Z.

Pour tout x € Q(7), vérifier qu’il existe ¢ € Zl] tel que |z — q’ < % En déduire que,
pour n,d € Z[i] avec d # 0, il existe ¢, r € Z][i] tels que
n=qd+r et 0<|r|<|d

(division euclidienne dans Z[i]).

(VIL.10) Soient Q(v/—2) I’ensemble des nombres complexes de la forme z; + iv/2x,
avec x1, 2y € Q et Z[v/—2| le sous-ensemble de ces nombres pour lesquels z1, x5 € Z.

Pour tout z € Q(v/—2), vérifier qu'il existe ¢ € Z[v/—2] tel que |z — q’ < %. En
déduire que, pour n,d € Z[/—2] avec d # 0, il existe ¢, € Z[/—2] tels que

n=qd+r et 0<]r|<|d
(division euclidienne dans Z[v/—2]).

(VIL.11) Soit N > 3 un entier premier a 10. Montrer que N divise un entier de la forme
111---1 (avec k+1 chiffres 1 en écriture décimale), c’est-a-dire un entier uy = Zf:o 107.

[Indication. Soit ry le reste de la division de uy par N. Il existe k, [ tels que { > k > 1
et 7 = 1. Alors N divise 107%(r; — ry,).]

(VIL.12) Un sous-ensemble S de I'ensemble Z des entiers rationnels est dit périodique
de prériode s,ou s € Z et s > 1si, pour n € Z,on an € S si et seulement sin+s € S.

(i) Observer que, si Sy,..., Sk sont des sous-ensembles périodiques de Z respec-
tivement de périodes sy, ..., s, alors la réunion UY_|S; est périodique dune période
divisant Hle s;. Observer aussi que le complémentaire d’un sous-ensemble périodique
de prériode s est également périodique de prériode s.

7@(1) est un corps pour les régles usuelles d’addition et de multiplication, et Z[i] est 'anneau des entiers de Gauss.
De méme (exercice suivant), Q(v/—2) est un corps quadratique imaginaire et Z[r/—2] est son anneau d’entiers. L’existence
d’une division euclidienne dans un anneau du type Z[v/—d] est un phénomene rare, limité & une courte suite d’entiers
(incluant d = 2 et d = 3).
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(ii) Pour tout nombre premier p, notons Sy, 'ensemble des multiples de p (c’est un
idéal de Z). Soit S la réunion des S, prise sur I’ensemble de tous les nombres premiers.
Vériier que le complémentaire de S est I’ensemble {—1, 1}, et en déduire une preuve de
I'infinitude des nombres premiers.

[Cette nouvelle (!) preuve de l'infinitude des nombres premiers est essentiellement
due a Harry Furstenberg. Voir son article On the infinitude of primes, Amer. Math.
Monthly 62 (1955) 353, ainsi que l'article de D. Cass et G. Wildenberg in Math. Maga-
zine 76 :3 (2003) 203.]

2. Nombres premiers

2.1. Définition. Un nombre premier est un entier p > 1 tel que les seuls diviseurs
strictement positifs de p sont 1 et p.

EXEMPLES. Les nombres
2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, ...,1993, 1997, 1999, 2003, 2011, 2017, 2027, 2029, ...
sont premiers.

REMARQUE. Si p1, ps sont deux nombres premiers distincts, alors pged(py, p2) = 1.

2.2. THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE. Tout nombre entier n > 2
est produit de nombres premiers, uniquement déterminés a l’ordre pres.

PREUVE DE L'EXISTENCE, PAR RECURRENCE SUR n. Lorsque n = 2, 'assertion
est évidemment vraie. Supposons désormais n > 2, et le théoreme vrai pour tout nombre
entier n’ tel que 1 < n’ < n. On distingue deux cas.

Si n est premier, il n’y a rien a montrer. Sinon, il existe deux entiers n, et no
strictement compris entre 1 et n tels que n = niny; comme n; et ny sont produits de
nombres premiers par I’hypothese de récurrence, il en est de méme de n. O

2.3. LEMME. Soient p un nombre premier et a,b € 7 des entiers. Si p divise ab,
alors p divise au moins l'un des deux entiers a,b.

PREUVE. Les diviseurs de p étant 1, —1, p et —p, on a ou bien pged(p,b) = 1 ou
bien pged(p, b) = p. Dans le premier cas, p divise a en vertu de la proposition 1.10; dans
le second cas, p divise b. U

REMARQUE. C’est une conséquence immédiate du lemme que, pour un nombre pre-
. . . . . n o« . . 5
mier p et des entiers ay,...,a, € Z, si p divise Hj:1 a;, alors p divise au moins I'un des
Qj.

PREUVE DE L’UNICITE POUR LE THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE.

Soient n > 2 et
k !
n=1In = I (+
i=1 j=1

deux décompositions de n en produit de nombres premiers. On suppose les notations
telles que k < [, et on procede par récurrence sur k.
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Si k=1, alors n = p; est premier, donc [ =1 et p; = q;.

Si k > 2, le lemme montre qu'il existe j € {1,...,l} tel que p, = ¢;; de plus,
on peut supposer les notations telles que p, = ¢;. Vu 'hypothese de récurrence, les
décompositions

n k—1 -1
p_k = gpi = jl:[lq]'

sont identiques a l'ordre pres des facteurs. Il en résulte que les deux décompositions
de (%) sont également identiques a l'ordre pres des facteurs. U

2.4. Remarques.

(i) Pour avoir un énoncé simple du théoreme fondamental, il est important de
convenir que 1 n’est PAS un nombre premier. Il y a beaucoup d’autres énoncés pour
la simplicité desquels la méme convention est avantageuse; voir par exemple le théo-
reme 4.7.

(ii) On convient qu'un produit vide est égal au nombre 1. Le théoreme fondamental
de P'arithmétique vaut donc pour tout entier n > 1.

(iii) Pour qu’un nombre n > 1 soit premier, il faut et il suffit que, pour tout entier
d tel que 1 < d < +/n, le reste de la division de n par d soit non nul. Cette remarque
fournit un critere pour reconnaitre les nombres premiers, mais 1'usage de ce critere mene
a des calculs tres longs des que n est assez grand.

(iv) Un nombre impairn > 1 est composé, n = ab, si et seulement s'il est différence
de deux carrés, c’est-a-dire si et seulement s’il est de la forme n = ¢ —d? avec ¢, d € N. [II
suffit de poser ¢ = $(a+b) et d = 3(a—b).] Ceci mene a un algorithme de décomposition
qui est efficace chaque fois que n possede deux diviseurs de tailles semblables.

Considérons le cas de n = 6077. Si n = ¢ — d?, alors ¢ > /6077, c’est-a-dire ¢ > 78.
Il s’agit donc de chercher un entier & > 78 tel que £k — n soit un carré. D’otl les calculs
que voici :

782 — 6077 = 7 n’est pas un carré,
792 — 6077 = 164 n’est pas un carré,
80% — 6077 = 323 n’est pas un carré,

812 — 6077 = 484 = 222 est un carré.
Par suite 6077 = 812 — 222 = (81 +22)(81 — 22) = 103 x 59.

(v) Il n’est en général pas facile du tout de décomposer un «grand» nombre en
produit de nombres premiers. Mais les progres sont rapides, comme en témoignent par
exemple les joutes organisées par les laboratoires RSA de San Mateo (Californie), maitres
es cryptographies. Il existe un site régulierement mis a jour informant des progres dans
ce domaine. Voir

http://www.rsasecurity.com/rsalabs/challenges/

ou interroger «google» en écrivant «rsa challenge» .
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(vi) La litérature traitant des nombres premiers est considérable. Citons le livre de
vulgarisation de Marcus du Sautoy : The music of the primes (HarperCollins, 2003), et
le site compagnon

http://www.musicoftheprimes.com/.

2.5. THEOREME (Euclide ®). Il eziste une infinité de nombres premiers.

PREUVE D’EUCLIDE. On commence par observer qu’il existe au moins un nombre
premier, par exemple 2.

Soit alors {p1, ..., pr} un ensemble fini de nombres premiers. On consideére I'entier
n=1+ H Di-
1<i<k

Vu le théoreme précédent, il existe un nombre premier p qui divise n. Ce p n’est pas dans

{p1,...,pr}, sinon il diviserait n et n— 1, donc aussi 1 = n— (n— 1), ce qui est absurde.
Il en résulte qu’aucun ensemble fini {pi,...,px} ne peut coincider avec I’ensemble de
tous les nombres premiers. l

AUTRES PREUVES : voir l'exercice (VII.16) et le numéro 2.6.
Les passages en petites lettres ne font pas partie du programme d’examen.

REMARQUES. Soit (p;);~ la suite croissante des nombres premiers :

p1=2, p2=3, p3=5, pa=7, ..., p25 =097, ...,
p304 = 2003, p3ps = 2011,

(i) Le nombre 1+ Hle pi est rarement premier! Il 'est pour k € {1,2,3,4,5} et pour précisément cingq autres
valeurs de k telles que k& < 10°. En particulier le nombre

1+ J] pi=1+42x3x5x7x11x13 = 30031 = 59 x 509
1<i<6

n’est pas premier.

(ii) Illustrons avec la preuve d’Euclide le fait qu’un bon argument montre souvent plus que son objectif premier.
La preuve d’Euclide montre en effet que ppy1 <1+ Hle p; (voir aussi 'exercice 2.15), d’oti il résulte que

k
Prt1 < 22 pour tout k>1 ()
par une récurrence immédiate.

L’inégalité (#) peut étre elle-méme considérablement améliorée (au prix d’efforts plus importants!). Par exemple, le
«théoréme des nombres premiers» (voir plus bas) équivaut & 1’égalité asymptotique

. Pk
lim —— =
k—oo klnk

SEuclide, Livre XI, proposition 20.
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2.6. Une preuve d’Euler. Il existe de nombreuses autres preuves de !’'infinité des nombres premiers. Voir par
exemple « Proofs from THE BOOK »°, pages 3 & 6. Ci-dessous, nous en esquissons bri¢vement une.

Si P désigne I'ensemble des nombres premiers, nous allons montrer que le produit sur P des facteurs (1 — %)*1

-1
diverge, au sens ou limg_, HPSZ (1 — %) = oo (avec Hpgz désignant le produit sur tous les nombres premiers p € P

tels que p < z).

Le premier pas est de vérifier que
1

1oy
= (1-=
k=0 P p

pour tout p € P (somme d’une série géométrique). Il en résulte que

1 1 1 1
1-21-11-1 -1
<1+1+1+1+ ><1+7+7+~--><1+3+---> (1+1+ )>
4 8 3 5
LS U S S O
2 3 4 5 6 p—1 »p

ou la derniére inégalité est une conséquence du théoréeme fondamental de I’arithmétique. Plus formellement :

n(e-3) " -nEs-(53) (£5) ()

peP k=0 =0 m=0

Z 1

Il
N
]
+
]

peP p1<pacp P1P2 p1<pa<psep P1P2P3
_ i 1
n=1 n
ol les --- de la premieére ligne indiquent les termes du produit correspondant aux premiers plus grand ou égaux a 7, et
ou les - -- de la deuxiéme ligne indiquent les termes de la série correspondant aux inverses des nombres entiers produits

d’au moins 4 nombres premiers (non nécessairement distincts).
Comme la série harmonique > 72 | % diverge (voir le cours d’Analyse I, ou la page 190 du livre de E. Hairer et

-1
G. Wanner, Analysis by its history, Springer, 1996), le produit HpeJP (1 - %) diverge aussi, et par suite P est un
ensemble infini. (J

[En exploitant un peu mieux la méme idée, on montre facilement que la fonction 7 introduite ci-dessous est minorée
par
w(z) > Inx—1

voir «Proofs from THE BOOK » , cité ci-dessus.]

Le résultat d’Euler est équivalent au fait que la série ZpE]P’ % diverge.

Dirichlet a montré en 1837 que, pour toute paire (a,b) d’entiers premiers entre eux, la série Y, % diverge encore

lorsque la somme porte sur tous les nombres premiers de la forme ka + b.

Exercices du § VII.2.

(VIL.13) Si p désigne un nombre premier et n le carré d’'un nombre entier, montrer
que p |n implique p? | n, que p® | n implique p? | n, etc.

Pour tout entier n > 0, montrer I'alternative suivante :

ou bien n est le carré d’un entier ou bien y/n est un nombre irrationnel.

(VIL.14) On considére un entier n > 1, le coefficient binomial (2:) = % et le produit

P des nombres premiers p tels que n < p < 2n. Montrer que P divise (2:)

9M. Aigner et G.M. Ziegler, Proofs from THE BOOK, Springer 1988 (existe en traduction frangaise).
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(VII.15) Montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 3.

[Indication. Choisir un nombre premier p > 2 et poser n = (4 X3 x5 X ---xp) — 1
(donc n + 1 est le produit de 4 et des nombres premiers impairs de 3 a p). Alors la
décomposition de n en facteurs premiers fournit au moins un nombre premier ¢ =
4k +3 > p.]

De méme, monter qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 6k + 5.

[Indication. Choisir p > 5 et poser n = 2x3x5x---xp — 1. Alors la décomposition
de n en facteurs premiers fournit au moins un nombre premier ¢ = 6k +5 > p.]

(VIL.16) Pour tout entier n > 0, on définit le n-ieme nombre de Fermat

EF, =2 +1.
Par exemple :
FO == 3 F1 == 5
F, =17 F3 = 257
Fy = 65537

F5; = 641 x 6700417
Fes = 274177 x 67280421310721.

. , -1
(i) Montrer par récurrence sur n que [[,—; Fr = F,, — 2.
(ii) Pour des indices m, n distincts, montrer que F,, et F, sont premiers entre eux.

(iii) Déduire de (ii) une autre preuve de 'infinitude des nombres premiers.

REMARQUE. Le lemme 5.10 ci-dessous montre que tout nombre premier impair di-
visant un nombre de Fermat, et plus généralement un nombre de la forme 2% + 1, est de
la forme 4k + 1. [Exercice : le vérifier pour z < 15.] L’argument ci-dessus permet donc
de montrer qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 4k + 1 (proposi-
tion 5.11).

Digression historique. Fermat a cru que F), est premier pour tout n. En 1732, Euler!”
a découvert que Fy ne l'est pas, et plus précisément que c’est un multiple de 641. En
effet, comme

22 — (641 — 625)2% = (641)2% — (5x 27)" = (641)2% — (641 — 1)*

on voit que 641 | (22 +1). Aujourd’hui, on ne connait aucun nombre de Fermat qui soit
premier, hormis les cinq connus de Fermat et Euler. On connait plusieurs nombres de
Fermat composés (= non premiers), par exemple celui d’indice 23471 (!). Mais on ne
sait ni s’il y a une infinité de nombres de Fermat premiers, ni s’il y en a une infinité de
COMpPOSEs.

Digression géométrique. C’est un vieux probleme de savoir pour quels entiers n > 3 un polygone régulier du plan
peut étre construit a la régle et au compas. Les Grecs de I’antiquité connaissaient des constructions pour n = 3,5, 15, et
savaient aussi construire un (2n)-gone régulier & partir d’'un n-gone régulier. Le 30 mars 1796, & ’dge de 19 ans, Gauss
découvrit une construction du 17-gone régulier. C’est aussi & Gauss qu’on doit le théoreme suivant : le n-gone régulier

est constructible & la régle et au compas si'' n est de la forme

n = 2"p1--ps

IOEuler, Opera, Vol. 2, pages 1-5.
1En 1837, Wantzel a montré qu’on pouvait écrire «si et seulement si» au lieu de «si» .
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ou r,s sont des entiers > 0 et ot p1,...,ps sont des premiers de Fermat distincts.

Il existe une construction pour n = 257, et des chercheurs courageux ont méme entrepris de trouver une construction
du 65537-gone régulier. Pour une preuve du théoréme de Gauss, voir par exemple 1. Stewart, Galois theory, Chapman
and Hall, 1973.

EXERCICE. Soient m,n > 2 des entiers premiers entre eux tels que les polygones réguliers & m et n cotés soient
constructibles a la reégle et au compas. Montrer qu’il en est de méme du polygone régulier & mn cotés.

[Indication : Utiliser le théoréme de Bézout. |

(VIL.17) Pour a > 2 et m > 2, montrer que, si n = @™+ 1 est premier, alors a est pair
et m est une puissance de 2 [de sorte que, si a = 2, alors n est un nombre de Fermat].

Vérifier que 6241 et 6* + 1 sont des nombres premiers, mais que 6%+ 1, 6° +1, 6541
et 67 + 1 sont composés.

[N.B. : on vérifie avec une calculette'? que 62" +1 = 68 + 1 est divisible par 17]

(VIL.18) Pour a,m > 2, montrer que, si n = a™ — 1 est premier, alors a = 2 et m est
premier.

Vérifier que les nombres de Mersenne M, = 2P — 1 sont premiers pour quelques-uns
des premiers de la liste p = 2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, ..., 216091, .. ..

Vérifier que M, est composé pour au moins un des premiers de la liste p = 11, 23,
29, 37, 41, 43, 47, .. .. [Par exemple M;; = 2047 = 23 x 89.]

Aujourd’hui'®, on connait 40 nombres de Mersenne qui sont des nombres premiers.
]
Le plus grand d’entre eux est 220996011 _ 1 ]

(VIL.19) Un nombre entier n est parfait s'il est égal a la somme de ses diviseurs stricts
(c’est-a-dire a la somme des entiers d tels que 1 < d <n et d|n).

(i) Vérifier que 6, 28, 496, 8128 sont parfaits.

(ii)) Montrer que, si p est un nombre premier tel que 2P — 1 est premier, alors
2P~1 (2P — 1) est parfait. (Euclide connaissait une preuve de ce fait. Dix-huit & vingt
siecles plus tard, Euler a montré que, réciproquement, tout nombre parfait pair est de
cette forme.)

12voici un autre argument pour le lecteur prét & se laisser guider ici par le théoreme de Fermat (5.7 ci-dessous)
plutét qu’a utilliser une calculette. Comme 6 et 17 sont premiers entre eux,

17 divise 6% —1 = (68 +1)(6* +1)(6%2+1)(6+1)(6 — 1)
= (6% +1) x 1297 x 37 x 7 x 5.
Il est évident que 17 ne divise ni 5, ni 7, ni 37, et il est facile de vérifier qu’il ne divise pas non plus 1297. Il en résulte que
le nombre premier 17 divise nécessairement 68 4 1. Le lecteur qui n’aurait pas besoin du théoréme de Fermat pour deviner
que 17 convient peut aussi utiliser la théorie du § VIL.3 et argumenter comme suit : 62 = 2 (mod 17), donc 6% = 2% = —1

(mod 17), donc 68 +1 =0 (mod 17).
13plus précisément depuis octobre 2003, d’apres http://www.utm.edu/research/primes/mersenne/.
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On ignore s’il existe une infinité de nombres parfaits, mais on conjecture que c’est
le cas. On ignore s'il existe!® des nombres parfaits impairs.

Les nombres parfaits ont eu une importance historique considérable. Au Moyen Age,
c’est I'un des sujets mathématiques les plus discutés. Beaucoup plus récemment ils
occupent une partie du chapitre 1 dans le livre Triangle de pensées de A. Connes, A.
Lichnerowicz et M.P. Schiitzenberger (Odile Jacob, 2000).

(VIL.20) Contrairement & certaines idées regues, il existe bel et bien des «formules»
qui fournissent les nombres premiers (bien que plusieurs d’entre elles n’aient guére qu’'un
intérét anecdotique). Voir le numéro 4.12.

(VIL.21) Soit (pg),s, la suite croissante des nombres premiers. On choisit un entier &
k2
et on pose N = szl D;.
(i) Montrer que N — 1 et N + 1 sont premiers entre eux.

(ii) Déduire de (i) que pyr2 < N + 1.

Compléments au § VII.2

Ces compléments n’entrent pas dans la matiére de I’examen.

(1) Pour tout nombre réel > 1, on note m(x) le nombre des nombres premiers dans l'intervalle [1,z]. On a

lim 7(z) = oo (Euclide),
Tr— 00
(@)
lim —= =0 (Legendre, 1808),
r—o0
N C)) . .
lim =1 (TNP, Hadamard et de la Vallée Poussin, 1896)

z—oo x/Inx

(TNP = théoréme des nombres premiers). A la fin du XIXeéme siecle, il était de bon ton d’affirmer que deviendrait immortel
celui qui trouverait une preuve du TNP. Hadamard et de la Vallée Poussin, qui trouvérent leurs preuves indépendamment
I'un de Pautre, ne démentirent que faiblement ’affirmation puisqu’ils moururent respectivement & 98 et presque 96 ans.
Leurs preuves utilisent de fortes doses de théorie des fonctions analytiques d’une variable complexe (voir le cours d’Analyse
II). En 1949 et a la surprise générale, P. Erdos et A. Selberg ont trouvé (de nouveau indépendamment I'un de l'autre)
des preuves dites «élémentaires» (sans théorie des fonctions d’une variable complexe).

On obtient de meilleures approximations de la fonction 7(x) en la comparant au logarithme intégral, défini par

T dt
Li = —_—
i(2) / =,

Li@) _
z/Ilnz —

et dont on sait'® par ailleurs que limg— oo

14gi] existe un nombre parfait impair n, on sait qu’il doit étre «grand» au sens ot n > 103%0. Voir par exemple
http://mathworld.wolfram.com/PerfectNumber.html.
15 PREUVE. En intégrant par parties, nous avons

Li(x):/ 1idt:i_i_/ dt )
2 Int Inz In2 2 (Int)?

x dt
i 2w
z—oo  Li(z)

11 suffit donc de montrer que

Soit € > 0. Soient a,z € R tels que a > e~ et > e* > 2; on pose D = f;a (1572)2. Alors

a

/z dt </e dt +/'T dt < D4 T odt
€ il
o (Int)2 = Jo  (Int)? ea alnt — Jea Int
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Les propriétés de la fonction d’une variable réelle 7(x) sont trés étroitement liées & celles de la «fonction dzéta de
Riemann» ((s), définie pour tout s € C,s # 1, et analytique dans ce domaine. On en connait certains zéros : les «zéros
triviaux» —2,—4,—6,...; on sait aussi qu’il existe une infinité de zéros sur la «droite critique » % + iR.

La trés célebre HYPOTHESE DE RIEMANN, non démontrée & ce jour, selon laquelle la fonction ((s) n’a pas
d’autres zéros que ceux évoqués ci-dessus, impliquerait ’estimation

n(z) = Li(z) + O (Vz Inz)

et aurait des conséquences importantes en théorie des nombres. L’article original de B. Riemann, Uber die Anzahl der
Primzahlen unter einer gegebenen Grésse, date de 1859.

(2) Pour tout entier n > 1, il existe un entier N > 1 tel que l'intervalle [N, N + n] ne contient aucun nombre
premier.

Cela résulte de I'exercice facile suivant : pour tout entier n > 2, vérifier qu’aucun des n entiers
(n+)!+2, (n+1)N!+3,...,(n+D)+n,(n+1)!+n+1
n’est premier.
Pour tout entier n, on sait qu’il existe un nombre premier p tel que n < p < 2n. Il en résulte que, si p; désigne le

kiéme nombre premier, on a pg41 < 2pg pour tout k > 1. (C’est un résultat connu sous le nom de «postulat de Bertand »
, et démontré par Chebyshev en 1852. Voir le chapitre 2 de «Proofs from THE BOOK» .)

On ne sait pas si, pour tout entier n > 1, il existe un nombre premier compris entre n2 et (n+ 1)2. En revanche, on
sait qu’il en existe toujours un entre n3 et (n + 1)3.

(3) On ne sait pas 8’il existe une infinité de «jumeaux» , c’est-a-dire de paires de nombres premiers de la forme
(p,p+2).

Exemples de jumeaux : (3,5), (41,43), (1997, 1999), (2027,2029), (9929, 9931).

A fortiori, on ne sait pas si (mais on conjecture que) il existe une infinité de triples de nombres premiers de la forme
(p;p+2,p+6); idem pour (p,p+ 4,p + 6). [Exercice : recenser les triples de ce type entre 1 et 100.]

(4) On ne sait pas si tout entier > 6 est somme de trois nombres premiers, comme Goldbach en a exprimé la
conviction dans une lettre a Euler de 1742. Euler répondit que ceci était vrai si et seulement si

tout entier pair > 4 est somme de deux nombres premiers

(Iéquivalence est facile & monter). On ne connait toujours pas de preuve de cette conjecture de Goldbach. Exemples
confirmant la conjecture : 96 = 7 4+ 89, 98 = 19 4+ 79, et

100 = 3497 = 11489 = 17483 = 29471 = 41+ 59 = 47 + 53.

Depuis les travaux de Hardy & Littlewood (1923) et Vinogradov (1937), on sait que tout entier impair « assez grand » est
somme de trois nombres premiers impairs (pour étre «assez grand » , il suffit par exemple d’étre plus grand que 33'° ).

En 1964, la conjecture de Goldbach a été vérifiée pour tout entier pair inférieur a 33 millions. Le livre de P.
Ribenboim!® mentionne une vérification de la conjecture pour tout entier n < 108,

(5) La «théorie des nombres» permet de poser d’innombrables problémes d’énoncés élémentaires et de solutions
apparemment tout & fait hors d’atteinte. On en trouve par exemple une liste commentée dans le livre de R.K. Guy,
Unsolved problems in number theory (Springer, 1981), qui commente & juste titre (page vii) : «To pose good unsolved
problems is a difficult art. The balance between triviality and hopeless unsolvability is delicate» .

(6) L’une des raisons de la fascination qu’exercent les nombres premiers peut s’énoncer comme suit : d’une part ils
sont parfaitement déterminés (et on peut méme écrire des formules qui fournissent pour tout n le niéme nombre premier
— voir 4.15), et d’autre part leur ensemble exhibe de multiples propriétés caractéristiques des ensembles dits aléatoires.

Lecture recommandée : D. Zagier, The first 50 million prime numbers, Math. Intelligencer 0 (1977) 7-19.

[On peut entre autre y lire une preuve, essentiellement découverte par Chebyshev en 1850, des inégalités suivantes :

2% @ <17 S
z 7 (x T
3 Inz Inz
et
I3 Gts D
boe D,
Li(z) Li(z)
La conclusion en résulte. O

16 The book of prime number records, second edition, Springer, 1989
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pour tout > 1 (voir ci-dessus 1’énoncé du TNP). L’exercice 8 consistant & montrer qu’un certain produit P de nombres

2n)

premiers divise ( ) est 'une des étapes de cette preuve pour l'inégalité de droite. En effet, on a d’une part

2n

(2") < ZO (2;) = (1+1)2 = 227,
iz

n

et d’autre part
P = H p > n7r(2n)—7-r(n)7

n<p<2n
p premier

de sorte que

n‘ir(2n)—7r(n) < p< (2n> < 92n
- ~ \n
ou encore en prenant les logarithmes
2n In2
m(2n) —n(n) < 202 <139 (%)
Inn

Pour la preuve en question de w(x) < 1,7 1,

proceéde par récurrence a I'aide de I'inégalité (x).]

on vérifie 17 d’abord l'inégalité «a la main» pour z < 1200, puis on

(7) La fascination déja mentionnée est certainement due pour une bonne part & la cohérence interne (ou la profon-
deur, ou la beauté, ...) de la théorie. Mais il existe par ailleurs de nombreuses applications de cette théorie, notamment
a la cryptographie (transmission de messages secrets, sécurité de cartes bancaires, etc., voir § VIL.7 et § VIL.8).

3. Congruences

Ce paragraphe a pour but d’exposer la notion de congruence. Nous répétons d’abord
quelques définitions du § I1.6.

3.1. Définitions. Une relation d’équivalence sur un ensemble E est une partie R
de I'ensemble produit F x E ayant les propriétés suivantes, ou x,y, z sont des éléments
quelconques de E et ou on écrit x ~ y pour (x,y) € R :

x~z (réflexivité),
si x~y alors y~az (symétrie),
si zx~y et y~z alors z~z (transitivité).

Soit R une telle relation. Pour tout = € F, la classe de x est le sous-ensemble C, de F
des éléments y € E tels que y ~ x, et tout y € C,, est un représentant de la classe C,.
Pour deux éléments x,y de E, ou bien C, = C,, ou bien les classes C, et C sont des
sous-ensembles disjoints de F.

L’ensemble des classes est 1'ensemble quotient; on le note souvent E/~ ou E/R.
E — E/R

L’application canonique, appelée aussi projection canonique, est {
— O,

EXEMPLES. (i) Sur l'ensemble E des 8 sommets d'un cube centré a l'origine O de
R3, la relation R pour deux sommets d’étre sur une méme droite passant par O est une
relation d’équivalence pour laquelle I'ensemble E/R a 4 éléments; ainsi C, = {z, —x}
pour tout € E. On peut identifier ce quotient /R a I'ensemble des 4 diagonales du
cube.

(ii) Sur I'ensemble E des parties finies d'un ensemble infini, la relation R définie
par ARB s’il existe une bijection de A sur B est une relation d’équivalence. L’ensemble
quotient /R s’identifie naturellement a ’ensemble N des entiers positifs.

17 Javoue ne pas avoir effectué cette vérification.
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(iii) Soit S? une sphere marquée de deux points antipodaux N et S. On définit une
relation d’équivalence sur S? en posant : xRy s’il existe une rotation p de la sphere fixant
N et S telle que y = p(x). Cette relation définit deux classes réduites a un point, a savoir
{N} et {S}, et toutes les autres classes sont infinies — ce sont des latitudes. L’ensemble
quotient S?/R peut étre identifié & l'intervalle d’extrémités N et S, et la projection
canonique S? — S?/R & la projection orthogonale de la sphere sur ce segment.

(iv) Sur I'ensemble E des paires d’entiers rationnels (p,q) € Z? tels que ¢ # 0, la
relation R définie par (p, q) R(p', ¢) si p¢’ = p'q est une relation d’équivalence. L’ensemble
quotient s’identifie naturellement a I’ensemble @Q des nombres rationnels.

(v) Pour un entier n > 0 et un corps K, on définit une relation R sur K"\ {0}
(c’est-a-dire sur 'espace vectoriel K" privé de l'origine) en posant : xRy s'il existe
A € K* tel que x = Ay. C’est une relation d’équivalence, et I’ensemble quotient Py est
’espace projectif de dimension n sur le corps K. En particulier, P% est réduit & un point,
Pk est la droite projective sur K, et P% le plan projectif sur K.

(vi) Sur le plan euclidien F = R?, la relation R pour deux points d’étre & distance
de 0 ou 1 metre 'un de I'autre est symétrique, réflexive et non transitive. Ce n’est pas
une relation d’équivalence.

Sur la droite R, la relation pour deux nombres z,y de satisfaire x < y est réflexive,
transitive et non symétrique. Ce n’est pas une relation d’équivalence.

3.2. Exemple fondamental pour ’arithmétique. Pour tout entier naturel d >
0, on définit pour x,y € Z la relation «étre congru modulo d» , ou «de congruence
modulo d» , par

r=y (modd) lorsque d divise y— .

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien d’une relation d’équivalence sur
Z.

La classe d’un entier 2 est alors le sous-ensemble
[z]lg = {y€Z |ilexiste k€Z telque y=x+kd} = z+ dZ

de Z. Le théoreme 1.1 implique qu’il y a exactement d classes, ¢’est-a-dire que I’ensemble
quotient contient exactement d éléments, ayant pour représentants (par exemple) les
entiers 0,1,...,d — 1. On note cet ensemble quotient Z/dZ, ou parfois Z/d.

Attention a 'écriture : [z]q C Z et [z]y € Z/dZ !

Dans le cas particulier ot d = 2, un entier x € Z est pairsi x =0 (mod 2) et impair
siz=1 (mod 2).

Exemples numériques :
Mo =4 ..,—13,-3,7,17,27,...}, [2]10 = {...,—18,-8,2,12,22,...},
}

75 = {...,=8,-3,2,7,12,17,...} = [7];,0U[2]1o (réunion disjointe).
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3.3. Définitions. Soient £ un ensemble, R une relation d’équivalence sur E et
p: ExXE>(xy) — zxy€F

une loi de composition. La loi i et la relation R sont dites compatibles si, pour x, x’, vy, 1/
dans F,

rRx’ et yRy impliquent (zx*y)R(z'*y').
Lorsque c’est le cas, 'ensemble F/R est muni d’une loi de composition
E/Rx E/R> (C;,C)) +— Chy € E/R

qui, a une paire de classes représentées par des éléments x et y, fait correspondre la
classe de x * y; cette loi s’appelle le quotient de la loi x par R.

3.4. Exemple fondamental. Soit d un entier strictement positif, comme a 3.2.

L’addition Z X Z > (x,y) — x + y € Z est compatible avec la congruence modulo
d. En d’autres termes, pour x,z’,y,y € Z :

/

r=2" (modd) et y=y (modd) impliquent z+y=2"+y (mod d)

(comme on le vérifie immédiatement a partir des définitions). On appelle encore «addi-
tion» et on note «+» la loi de composition quotient sur 'ensemble quotient Z/dZ.

De méme la mutliplication Z x Z > (z,y) — xy € 7Z est compatible avec la
congruence modulo d. En d’autres termes, pour x,2',y,y' € Z :
r=2" (modd) et y=y (modd) impliquent zy=2z"y’ (mod d)
(en effet, si 2/ —x = kd et ¥ —y = ld sont des multiples de d, alors z'y/ — xy =
2y —y)+ (2" —x)y = (2l + ky)d est aussi un multiple de d).

On appelle encore «multiplication» la loi de composition quotient sur 1’ensemble
quotient Z/dZ.

EXEMPLES NUMERIQUES. (i) Sid = 6, la relation de congruence modulo 6 a 6 classes
que nous notons ici [0]g, [1]6, [2]6, [3]6, [4]6, [5]6 €t qui sont donc les éléments de I’ensemble
quotient Z/6. (Bien distinguer : [z]¢ C Z et [z]¢ € Z/6.) Pour I'addition, on a par
exemple

Ble+ s = [1]e et [5]s +[5lc = [4e-

Pour la multiplication, on a par exemple
Blsl5le = [3ls et [2l6[3]s = [0l6.

(ii) Notons {[0]s, [1]5,[2]5, [3]5, [4]5} les 5 classes de la relation de congruence mo-
dulo 5. La table de multiplication dans Z/5Z est donnée par

[0]5[0]s = [0]5  [0]5[1]s = [0]5  [0]5[2]s = [0]s [O]5[3]s = [0]5 [O]5[4]5 = [0]s
[1s[0]s = [0]s  [Us[l]s =[1]s [1s[2]s = [2]s [1]5[3]s = [3]5 [1]5[4]5 = [4]s
25[0]s = [0]s  [2ls[1]s = [2]s [2]5[2]s = [4]s [2]5[3]s = [1]5 [2]5[4]5 = [3]5
[B5[0]s = [0]s  [Bls[1]s = [3]s  [3]s[2]s = [1ls [3]5[3]s = [4]5 [3]5[4]5 = [2]5
[4]5[0]s = [0]s  [4]s[1]s = [4]s  [4]5[2]5 = 3]s [4]s[3]s = [2]5 [4]5[4]s = [1]5.
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Nous reviendrons sur une différence importante entre les exemples (i) et (ii) : dans le
premier cas, il existe des «diviseurs non nuls de zéro» : [2]4[3]¢ = [0]¢; dans le second
cas, il n’en existe pas : si [z]5 # [0]5, [y]s # [0]5, alors [z]5]y]s # [0]5.

(iii) Un carré parfait est un entier z > 0 pour lequel il existe y € N tel que z = y*.
Dans ’écriture usuelle (en base 10), le dernier chiffre d'un carré parfait ne peut étre 2,
3, 7 ou 8. En effet, si y = 10qg + r avec r € {0,1,...,9}, alors y* = r? (mod 10) et r?
est congru modulo 10 & 1'un de 0, 1,4, 9,6,5. [On peut s’économiser le calcul de 7? pour
6 <r <9 en remarquant que (10 —r)? = r? (mod 10).]

(iv) Le méme genre d’argument montre que 7853683 n’est pas un carré parfait.
En effet, si y = 2¢ + r avec r € {0,1}, alors y? = r? (mod 4) et r? est congru modulo 4
ou bien & 0 ou bien a 1. Comme 7853683 = 83 = 3 (mod 4), la conclusion en résulte.

Ainsi, 8968 n’est pas un carré parfait par (iii) et 6 137 586 n’est pas un carré parfait
par (iv). Noter que (iii) ne permet aucune conclusion pour 6137586 et (iv) aucune
conclusion pour 8 968.

A propos de (iii) et (iv), voir aussi l'exercice (VII.24).

3.5. Tests de divisibilité. Soit
z = apl0F + ap_110F 1 4+ - + 4110 + aq
un nombre entier d’écriture décimale agag_1 - - - ag.

On sait bien que z a la méme parité que ag, ce qui s’écrit * = ag (mod 2); en
particulier, x est divisible par 2 si et seulement si ag € {0,2,4,6,8}. De méme z = aq
(mod 5); en particulier, = est divisible par 5 si et seulement si ag € {0,5}. On laisse au
lecteur le soin de formuler les conditions ad hoc pour la divisibilité de x par 4,8, 16, . ..
et par 5,125, .. ..

Voici quelques autres cas.

Divisibilité par 3. Comme 10 = 1 (mod 3), et donc 10/ = 1 (mod 3) pour tout
entier 7 > 0, on voit que

T = ag+ag_1+---+a (mod 3).

Par exemple 3 | 282 car 282 = (2+8+2)=12=142 =0 (mod 3), alors que 3 1 283
car 283 =1 (mod 3).

Divisibilité par 9. Comme 10 = 1 (mod 9), et donc 10 = 1 (mod 9) pour tout
entier 7 > 0, on voit que

r =ap+ag1+---+a (mod?9).
Divisibilité par 11. Comme 10 = —1 (mod 11), et donc 10 = (—1)? (mod 11)
pour tout entier 7 > 0, on voit que
r = (—1)kak + (—1)k_1ak_1 +---—a1+qg (IIlOd 11)

Par exemple 949762 est divisible par 11, car 949762 = —-94+4—-94+7—-6+2=—-11=0
(mod 11).

EXERCICE. Vérifier de téte (donc sans effectuer la division!) que 99 | 2411 046.
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Divisibilité par 7, 11 et 13. Notons que 7 x 11 x 13 = 1001 et que 1000 = —1
(mod 1001). Par suite

r = (ap+ 10a; + 100a3) — (ag + 10a4 + 100as) + — -+ (mod 1001).
A fortiori
r = (ag + 10a; + 100as) — (az + 10ay + 100as) + -+ (mod 7);
z = (ag + 10a; + 100as) — (as + 10as + 100as) + --- (mod 11);
r = (ag + 10a; + 100as) — (az + 10ay + 100as) + --- (mod 13).

Par exemple, 59358 208 = (208 — 358 +59) (mod 1001) = —91 mod 1001, de sorte que
59358208 = 0 (mod 7)
59358208 = 0 (mod 13)
59358208 = —3 # 0 (mod 11).

3.6. Preuve par 9. Pour un produit xy = z de nombres entiers, la classe modulo 9
de z est égale au produit des classes modulo 9 de z et y, d’ol1 une vérification des calculs
numériques qu’on appelle «la preuve par 9» . Ainsi, pour le produit 239 x 241 = 57599,
on vérifie bien que 5 x 7 = 8 (mod 9). Cette «preuve» permet de déceler certaines
erreurs, par exemple 239 x 241 # 56 599, mais bien sur pas toutes (239 x 241 # 57509
survit a la preuve par 9).

REMARQUE. La «preuve par deux» fonctionne aussi : elle dit précisément que le
produit de deux nombres impairs est impair, et que tout autre produit est pair. On
laisse au lecteur le soin de formuler une «preuve par trois» , une «preuve par cinq» et
une «preuve par onze .

Exercices du § VII.3
(VIL.22) Soient m,n deux entiers strictement positifs.

(i) Vérifier que, pour deux matrices s,t € M, ,(R), la relation d’étre semblables
(voir § I11.5) est une relation d’équivalence.

(ii) Vérifier que, pour deux matrices a,b € M,(R), la relation d’étre équivalentes
(voir § I11.7) est une relation d’équivalence.

(iii) Dans M3(R), exhiber deux matrices semblables non conjuguées.

(VIL.23) Vérifier que 366 = 2 (mod 7). Sachant que le 25 mars 2004 est un jeudi, en
déduire quel jour de la semaine (lundi, mardi, ..., dimanche) était le 25 mars 2003.

De méme pour 365 =1 (mod 7) et le 25 mars 2005.

REMARQUE. Les calculs de «calendrier perpétuel » sont basés sur des considérations de ce type. Il faut prendre garde
au fait que, dans le calendrier actuel (= grégorien), les années bissextiles sont les multiples de 4, sauf celles divisibles par
100 mais pas par 400. Ainsi, les années 1904, ..., 1996, 2000, 2004, ... sont bissextiles, alors que 1900, ..., 2001, 2002, 2003,
2005, ... ne le sont pas. Le pape Grégoire XIII adopta le calendrier actuel en date du vendredi 15 octobre 1582 (lendemain
du jeudi ... 4 octobre 1582).
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(VIL.24) Pour a € Z, vérifier que a®> = 0 (mod 4) si a est pair et a®> =1 (mod 4) si a
est impair. En déduire que, pour tout entier de la forme n = a? + b?, avec a,b € Z, on
an#3 (mod 4).

Faire la liste de tous les nombres premiers p tels que p < 100 et p = 1 (mod 4), et
vérifier que chacun d’eux est une somme de deux carrés parfaits.

[Un théoreme de Fermat montre que tout nombre premier congru a 1 modulo 4
est une somme de deux carrés, et plus généralement qu'un nombre entier > 2 dont la
décomposition en facteurs premiers s’écrit [[ pi* (ou les p; sont distincts deux a deux)
est une somme de deux carrés si et seulement si 'exposant a; est pair pour tout i tel
que p; =3 (mod 4).

EXERCICE. Vérifier ceci pour n «petit» .]

(VII.25) On se propose d’explorer quels sont les entiers qui sont sommes de trois
carrés.

(i) Poura € Z et r € {0,1,...,7} tels que a®> = r (mod 8), vérifier que r €
{0,1,4}.

(i) Déduire de (i) que, pour tout entier de la forme n = a?+0*+c?, avec a, b, ¢ € Z,
onan#7 (mod 8).

ili) Soit n un entier de la forme n = a2 + b2 + 62, avec a, b, c € Z, tel que n =0
q
mod 4). Vérifier que a, b et ¢ sont tous pairs.
p

(iv)* Déduire des pas précédents que, pour qu’un entier positif n soit somme de trois
carrés, il faut qu’il ne soit pas de la forme n = 4%(8] + 7).

(v) Pour les entiers n < 30, vérifier que la condition de (iv*)est également suffi-
sante.

[La condition de (iv?) est en fait suffisante : ¢’est un théoréme de Gauss. Un théoréme
de Lagrange montre que tout entier positif est une somme de quatre carrés.

EXERCICE. Vérifier ces énoncés pour n «petit» .|

(VIL.26) Montrer les congruences suivantes :

2" —1 =0 (mod 3)

2" —1 =0 (mod7)

2" —1 =0 (mod 15)
n® = ~1,00oul (mod?9)

pour tout n > 0.
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(VIL.27) Montrer que I’équation 23+2y® = 423 n’a aucune solution en nombres entiers
non nuls, ¢’est-a-dire aucune solution (z,y,2) € (Z\ {0})3.

[Indication : Vérifier d’abord que, sil existait une solution (x,y, z), alors z, y, z seraient
les trois pairs, et qu’on obtiendrait une autre solution (z/2)* + 2(y/2)® = 4(z/2).
Montrer que cela conduirait & une contradiction. ]

Montrer plus généralement que, pour tout entier n > 3 et pour tout nombre premier
p, I'équation 2" + py™ = p*2™ n’a aucune solution (z,vy,2) € (Z\ {0})3.

(VIL.28) On se propose de montrer que la seule solution (z,y, 2) € Z* de 1'équation
2y =722 =0

est la solution banale z = y = z = 0, selon le schéma suivant.

(i) Pour tout a € {0,1,2,3,4,5,6}, calculer s € {0,1,2,3,4,5,6} tel que a* = s

ii) Soient a,b € {0,1,2,3,4,5,6} tels que a* + > = 0 (mod 7). Montrer que
a=b=0 (mod 7).
(

iii) Soient z,y € Z tels que 22 + 3> — 722 = 0. Montrer qu'il existe 2/,v/, 2’ € Z
tels que x = T2/, y =Ty, 2 =Tz et 22 +y* = 72" = 0.

(iv) Montrer I’énoncé du début.

(VIL.29) On pose f(z) = 2° — 2* + x — 3. Montrer que I'équation f(z) = 0 n’a pas
de solution entiere.

[Indication : Calculer f(j) pour j = —1,0, 1,2, puis raisonner modulo 4. |

4. Anneaux et corps

Ce paragraphe est essentiellement terminologique. Le résultat important apparait au
théoreme 4.7. Pour les notions de groupes et homomorphismes de groupes, voir le § V.1
du semestre d’hiver.

4.1. Définition. Un sous-groupe H d’un groupe G est une partie de G telle que
lc € H,a€ H implique a '€ Hetabe H implique abec H.

Notation : « H < G» pour « H est un sous-groupe de G » .

EXEMPLES DE SOUS-GROUPES. (i) Voici d’abord une suite de sous-groupe du groupe
additif des nombres complexes : dZ <7 < Q <R < C (ou d est un entier strictement
positif) et trois suites de sous-groupes du groupe multiplicatif des nombres complexes
non nuls : {1, -1} <R* < C*, et R < R* < C*, ainsi que p(d) < {z € CHz| = 1} < C*
(comme a l'exercice IV.1, u(d) désigne ici le groupe des racines d-iemes de I'unité).

(ii) Les groupes symétriques (voir § IV.2) fournissent plusieurs exemples, dont
Sym(n) < Sym(n + 1). Il y a plusieurs inclusions possibles ; préciser !
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(iii) Tout sous-groupe de Z est de la forme dZ (voir la proposition 1.13).

Le groupe G L(n,R)" possede un sous-groupe noté SL(n,R) formé des matrices de
déterminant 1, un sous-groupe noté O(n) formé des matrices orthogonales, un sous-
groupe formé des matrices diagonales (et bien d’autres sous-groupes).

(iv) Si G est un groupe et g € G un élément, I'ensemble des puissances ¢g" (n € Z)
constitue un sous-groupe de G. (Attention : ces puissances peuvent étre distinctes deux
a deux, comme c’est le cas pour g = 2 et G = C*, ou non, comme c’est le cas pour g =i
et le méme groupe G = C*.)

(v) Tout groupe G a deux sous-groupes «évidents» : {1} < G et G < G.

Nous répétons aussi la définition de « anneau », déja introduite en prologue au chapitre V.

4.2. Définitions. Un anneau est un ensemble A muni de deux opérations internes,
une addition et une multiplication, satisfaisant les propriétés suivantes :

(i) avec l'addition, A est un groupe commutatif (et on note toujours 0 1’élément
neutre correspondant),

(ii) la multiplication est associative ((ab)c = a(bc) V a,b,c € A), et possede un
élément neutre™ noté 1 (la =al =a V a € A),

(iii) de plus (a 4+ b)c = ac+be et a(b+c¢) =ab+ acV a,b,c € A (distributivité).

L’anneau est commutatif si de plus ab = ba pour tous a,b € A.

Si A et A’ sont deux anneaux, un homomorphisme d’anneaux est une application
¢ A — A telle que® :

¢la+b) = dla) +¢(b) et ¢(04) = Ou
¢lab) = ¢(a)p(b) et ¢(la) = la

pour tous a,b € A. Le noyau d’un tel homomorphisme d’anneaux est son noyau comme
homomorphisme de groupes additifs, c’est-a-dire I'image inverse ¢~'(04/) du zéro de
I'anneau but. [Dans la pratique, on écrit 0 pour 04 et 04/, indifféremment ; de méme
pour 1 =14 =14/]

EXEMPLES D’ANNEAUX. Z,Q, R et C sont des anneaux pour les opérations usuelles.
L’anneau de tous les endomorphismes linéaires d’un espace vectoriel est un anneau pour
la somme et la composition des endomorphismes.

1814 notation GL(n,R) a été introduite au § IV.1.

19 gy algebre, presque tous les auteurs imposent aux anneaux d’avoir une telle unité. L’usage est toutefois différent
sur ce point en analyse oli, par exemple, I’ensemble Cg(R) des fonctions continues f : R — R telles que limg) oo fit)y=0
est un «anneau» SANS unité. Notons que Co(R) se plonge naturellement dans 'anneau (avec unité!) des fonctions
continues f: R — R telles que limi—.oo f(t) et lim;—, o f(t) existent et sont égales.

20 La condition ¢(04) = 04/ résulte des autres; en effet ¢p(a) = ¢p(a+04) = ¢(a) + #(04) implique ¢(04) = 04/.
En revanche, la condition ¢(14) = 14/ ne peut étre omise, comme le montre ’exemple de 'application ¢ : R — M>(R)

définie par ¢(a) = (8 8) .
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4.3. Exemple d’anneau fondamental pour Parithmétique : les entiers mo-
dulo d. Pour tout entier d > 1, 'ensemble Z/dZ des classes modulo d est naturellement
un anneau.

Répétons que I'addition est bien définie dans Z/dZ puisque, pour m,n € Z, la classe
[m+n]q de m+n modulo d ne dépend que des classes modulo d de m et n (n° 3.5); on a
donc [m|q+ [n]g = [m+n]s. I en est de méme pour la multiplication : [m]y[n]qy = [mn]4.

Il faut bien sur vérifier que ces opérations possedent les propriétés de la définition et
font de Z/dZ un anneau; il s’agit 1a de vérifications de routine que nous ne détaillons
pas (comme déja dit au numéro 3.4).

4.4. Exemples d’homomorphismes d’anneaux : les homomorphismes ca-
noniques de réduction modulo d.

(i) Pour tout entier d > 2, 'application ¢4 : Z — 7Z/dZ qui applique un entier n
sur sa classe [n]g est un homomorphisme d’anneaux, de noyau dZ.

Par exemple, si d = 2, cet homomorphisme applique tous les entiers pairs sur
I’élément neutre pour l'addition (le 0) du groupe Z/27Z et tous les entiers impairs sur
lautre élément de Z/27Z.

(ii)) Pour des entiers ¢,d > 2 tels que d | ¢, Papplication © : Z/cZ — 7Z/dZ
qui applique la classe modulo ¢ d'un entier sur la classe modulo d de cet entier est un
homomorphisme d’anneaux®' ; dont le noyau est formé des classes [0]., [d]., [2d]., ...,
[c — d].. Par exemple, si d = 2 et ¢ = 4, I'image de [0]4 (respectivement [1]4, [2]4, [3]4)
est [0]y (respectivement [1]a, [0]2, [1]2).

(iii) Pour ’homomorphisme ¢g : Z — 7Z/97 de réduction modulo 9 et un entier

n = E?:o a;(10)? € Z (avec ag, ..., a; € {0,...,9}), nous avons ¢g(n) = ¢g <Z?=o aj) ;
ceci est a la base de la «preuve par 9» (voir le numéro 3.6).

(iv) Pour 'homomorphisme ¢1; : Z — Z/(11Z) de réduction modulo 11 et n

comme ci-dessus, nous avons ¢1(n) = ¢11 <Z?:0(—1)jaj>.

4.5. Définition. Un anneau commutatif A est un corps s’il n’est pas réduit a {0}
et si tout élément a # 0 dans A posséde un inverse a=! tel que aa ! = a la = 1,

c’est-a-dire si I’ensemble de ses éléments non nuls est un groupe pour la multiplication.

21 1 faut bien sir d’abord vérifier que Dapplication 7 est bien définie. Ensuite, pour vérifier que 7 est un homo-
morphisme d’anneaux, on peut procéder comme suit. Soient &, n € Z/cZ. Choisissons z et y dans Z tels que § = [z]c et
1N = [yle. Alors w(€) = [z]q et 7(n) = [y]q. Par suite

m(+n) = w([z+yle) = [+ yla = [zla+ [yla = 7() +7(n)-

Des vérifications analogues montrent que w(&n) = 7(&)w(n) et w([1]c) = [1]4.



32 Arithmétique des nombres entiers

4.6. LEMME. On considére un entier d > 2 et un entier a € Z. Pour que |alq soit
inversible dans l'anneau Z/dZ, il faut et il suffit que a et d soient premiers entre eut.

PREUVE. Supposons d’abord que [a]; possede un inverse dans Z/dZ, c’est-a-dire
qu’il existe b € Z tel que [a]4[b]ls = [1]4- En d’autres termes, il existe k € Z tel que
ab+ kd = 1; par suite a et d sont premiers entre eux.

Réciproquement, si a et d sont premiers entre eux, il existe en vertu du théoreme de
Bézout deux entiers b et k tels que ab+ kd = 1, et par suite [b]y = ([a]s) " € Z/dZ. O

4.7. THEOREME. Pour un entier d > 2, l'anneau Z/dZ est un corps si et seulement
st d est premier.

PREUVE. L’anneau Z/dZ est un corps si et seulement si tous ses éléments non nuls
sont inversibles, donc si et seulement si [a]; est inversible pour tout a € {1,...,d — 1},
ou encore (vu le lemme) si et seulement si d est premier.

4.8. Notation. Pour tout nombre premier p, on note I, le corps Z/pZ a p éléments.

(On dit «le» corps, car il n’est pas difficile de montrer que tout corps a p éléments
est canoniquement isomorphe a F),.)

4.9. Mise en garde. Pour tout premier p et pour tout entier n > 2, il existe un
corps a p" éléments (voir un chapitre suivant de ce cours). Mais 'anneau Z/p"Z, lui
aussi & p" éléments, n’est pas un corps, puisqu’il contient p”~! éléments non inversibles,
et donc p"~! — 1 > 1 éléments non nuls non inversibles.

Ci-dessus, étant donné un entier d > 2, on a soigneusement observé la différence de
notations pour un entier n € Z et sa classe [n]; € Z/dZ. Toutefois, comme les éléments
de l'anneau quotient Z/dZ ont des représentants entiers canoniques 0,1,...,d — 1, on
écrit souvent des formules du type 3 € F5 ou 3 € Z/9Z. 11 faut toutefois bien distinguer
le sens du «3» dans des expressions 3 € F5, 3 € Z/9Z et 3 € Z!

4.10. THEOREME (Wilson). Pour tout nombre premier p, on a

(p—1!' = -1 (mod p).

INDICATION POUR LA PREUVE (EXERCICE).

(i) Vérifier le théoreme pour p = 2 et p = 3; ceci fait, on suppose p > 5.

ii) Soient z,y € {1,...,p—1} telsque zy =1 (mod p); alors = = y si et seulement
sixr=1louz=p—1.

1
(iii) Montrer que 2x3x -+ X (p—2) =1 (mod p). [Grouper les termes par paires.|
(iv)

iv) Constater I’égalité 1 x (p — 1) = —1 (mod p). O
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4.11. Remarques et exercices.

(i) Pour un entier n > 2, montrer que (n — 1)! = —1 (mod n) si et seulement si
n est premier.

INDICATION POUR LA PREUVE. Supposons que n = gd avec 1 < ¢ < n. Alors ¢ est
un facteur qui intervient dans (n — 1)!, de sorte que (n — 1)! = 0 (mod ¢). Si on avait
(n —1)! = —1 (mod n), on aurait a fortiori (n — 1) +1 =0 (mod ¢), exclu par ce qui
précede.

(ii) Vu de la remarque précédente, le théoreme de Wilson fournit un test pour la
primalité d’un nombre entier, mais aucune indication pour les facteurs d’'un nombre non
premier !

(iii) Soit » > 1 un nombre qui n’est pas premier. Si n # 4, préciser I'affirmation de
la remarque (i) en montrant que (n — 1)! =0 (mod n).

4.12. Formule pour p,. Ce numéro a pour but d’évoquer la formule (par ailleurs parfaitement inutile pour tout
calcul pratique) pour le n-iéme nombre premier pn, déja évoquée au numéro (VII.20).

Pour tout entier j > 1, on pose

)

ou [...] désigne une partie entieére. Vérifier que F(j) =1 si j = 1 ou si j est premier, et F(j) = 0 sinon. Par suite,
€T
n(z) = ) F(j)
j=2

ou 7(z) désigne (comme au numéro 2.15) le nombre des nombres premiers inférieurs ou égaux & . Pour tout entier n > 1,

on peut montrer que
on 1/n
n
pn =1+ ST
% |(s27)

définit le n-ieme nombre premier. [Vérifier cette affirmation pour n =1, n = 2, et (pour le lecteur tout a fait courageux)
n = 3]

Pour en savoir plus, voir le chapitre 3 du « Book of prime number records» de P. Ribenboim, déja cité.

4.13. Points d’étymologie. L’introduction du mot «corps» , ou plutét des mots « Korper» et «Zahlkorper» |,
remonte & 1870, dans le «Supplemente» (= appendice) de Dedekind & 'ouvrage «Zahlentheorie» de Dirichlet (§ 159,
3e édition). D’apres le « Lehrbuch der Algebra» (volume 1, page 491) de Weber??, le terme est censé suggérer une union
d’objets fortement liés entre eux (= Korper).

Le mot «anneau» , ou plutot les mots «Ring» et «Zahlring», apparaissent dans «Die Theorie der algebraischen
Zahlkorper » de D. Hilbert (Jahresbericht der DMV, 1894-1895, § 31, page 237). Le terme est probablement censé suggérer
également quelque chose de similaire au terme de corps («Ring» = anneau). Voir également le Lehrbuch der Algebra

(volume 2, page 351).

22 H. Weber, Lehrbuch der Algebra, 3 volumes (3e éd., Chelsea). Le premier volume de la premiere édition a paru
en 1895.
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Exercices du § VII.4.

(VIL.30) Ecrire les tables de multiplication des corps Fa, F3, Fs.

(VIL.31) Pour tout entier a € {1,2,3,4,5,6}, calculer b,c € {1,2,3,4,5,6} tels que
([bl)* = [alr et [}z = ([a]s) .

(VIL.32) Calculer les puissances de 2 modulo 3, de 2 modulo 5, de 3 modulo 7, de 2
modulo 11, de 2 modulo 13 et de 3 modulo 17.

Qu’en déduisez-vous sur la nature du groupe multiplicatif des éléments non nuls dans
F,?

p

[On sait que, pour tout premier p, il existe un entier g, dont les puissances (gp)j
modulo p pour 1 < j < p — 1 représentent tout les éléments non nuls de F,. On a
quelques renseignements sur la plus petite valeur de g, possible; par exemple : go3 = 5,
gu1 = 6, ou gi91 = 19. Pour en savoir plus, voir le paragraphe 2.II.A du livre de P.
Ribenboim, « The book of prime number records» , déja cité.]

(VIL.33) Soit m un nombre entier, m > 2. On peut montrer ** que le groupe U(Z/mZ)
des éléments inversibles de 'anneau Z/mZ est cyclique si et seulement si m est ou bien
une puissance d’un nombre premier impair, ou bien le double d’une puissance d’un
nombre premier impair, ou bien 'un des nombres 2, 4.

Vérifier cet énoncé pour les nombres composés m < 14.

(VII.34) Soient p un nombre premier, n un nombre entier positif et V' un espace
vectoriel de dimension n sur [F,. Combien 'ensemble V' a-t-il d’éléments ?

(VIL.35) Enoncer les définitions de sous-anneau et sous-corps. Vérifier que

a—i—b\/g}

{zE(C‘ilexistea,bGZtelquez: 5

et un sous-anneau de C et que
{ZG(C‘H existe z,y € Q tel que z:x—i—y\/g}
est un sous-corps de C. Pour z,y € Q non tous les deux nuls, trouver 2,1y’ € Q tels que

o +y' Vb= (x+yvV5)"

(VIL.36) Soit A l'ensemble des nombres réels x pour lesquels il existe des entiers
a,b,c € Z (dépendant de z) tels que = a + by/2 + ¢(v/2)%. Soit B Iensemble des
nombres réels y pour lesquels il existe des entiers d, e, f € Z (dépendant de y) tels que
y=d+er+ fr? (oum=3,14159---).

A est-il un sous-anneau de R ? B est-il un sous-anneau de R ?

23 Voir par exemple le théoréeme 6.11 du livre de Jones et Jones cité en début de chapitre.
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(VIL.37) Vérifier que I'élévation a une puissance définit sur les entiers positifs une
opération qui n’est ni commutative ni associative.

[Indication : calculer 3°, 5%, (((2%)%)?)? et 222, ]
5. Fonction d’Euler, théorémes de Fermat et Euler

Le résultat central de ce paragraphe est le théoreme 5.7.

5.1. Définition. La fonction d’Euler associe a tout entier m > 1 le nombre ¢(m)
des entiers k£ qui sont premiers a m et tels que 1 < k < m; par définition, p(1) = 1.

De manicre équivalente (lemme 4.6), ¢(m) est 'ordre** du groupe abélien multipli-
catif
U(Z/mZ) = {[k|lm € Z/mZ | [k],, est inversible}.

EXEMPLES. ¢(2) =1, ¢(3) =2, p(4) = 2, ¢(5) =4, (6) = 2, ¢(7) = 6, p(8) = 4;
pour tous nombre premier p et nombre naturel a > 1, on a ¢(p®) = p**(p — 1).

5.2. Produits d’anneaux. Soient Ay, ..., A, des anneaux. L’ensemble produit
Al X oo X An

muni de 'addition et de la multiplication définies composante par composante est un
anneau.

Si, pour tout j € {1,...,n}, 'anneau A; est fini et si |A;| désigne son ordre, alors
Ay x -+ x A, est fini d'ordre |A| X -+ x |A,].

5.3. THEOREME CHINOIS. Soient ai,...,a, des entiers > 2 deux a deux premiers
entre eux. Alors Uapplication canonique

_ Z) (a1 aZ) — Z/amZ X -+ X La,Z
s e i

est un isomorphisme d’anneauz.

EXEMPLES. Les applications
Z)(122) — ZJ3Z x Z]AZ 7/ (60Z) — ZJ/3Z x ZJAZ x Z]5Z
{ [K]12 — ([Kls, [k]a) ) { [£]60 — ([Kls, [Kla, [K]5)
sont des isomorphismes d’anneaux, alors que
Z/(900Z) — ZJ/6Z x ZJ10Z x ZJ/15Z
' { (%900 — ([K]s, (K]0, [K]15)

n’en est pas un, par exemple parce que ¢([30]go0) = ¢([60]900) = ([0]6, [0]10, [0]15)-

Dans le théoreme 5.3, on ne peut donc pas remplacer «deux a deux premiers entre

eux» par «premiers entre eux».

24 Rappel : 'ordre d’un ensemble (ici d’un groupe fini) est le nombre de ses éléments. En frangais, il y a des mots
homographes qui ont méme forme écrite, méme prononciation, mais des sens différents : le vol de l'aigle et celui du voleur,
la page d’un livre et le page du roi, la gréve d’un lac et celle des ouvriers, ... [Il se peut bien siir que I’étymologie révele
une filiation de sens, comme dans le cas de «gréve» .] En mathématiques également, il y a des mots qui ont plusieurs
sens & ne pas confondre; les mots «ordre» et «anneau» en fournissent deux exemples.
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5.4. LEMME. Soient a,b,k € Z avec a,b premiers entre eux. Si a | k et b | k, alors
ab | k.

De méme, pour aq,...,a,, k € Z avec ay,...,a, deur 4 deur premiers entre eux : Si
aj | k pour tout j € {1,...,n}, alors [[}_, a; divise k.
PREUVE DU LEMME. Montrons la seconde assertion par récurrence sur n.

Supposons d’abord n = 2 (il s’agit de la premiere assertion!). Par hypothese, il existe
x,y € Z tels que k = a1z = agy. Comme ay divise x par la proposition 1.10, il existe
z € 7 tel que x = asz; ainsi k = aqas2.

Supposons ensuite n > 3, et le lemme montré jusqu’a n—1. L’hypothese du lemme et
la proposition 1.10 impliquent que H?:_ll a; et a, sont premiers entre eux. L’hypothese de

récurrence implique alors qu’il existe x,y € Z tels que k = (H;:ll ai) r = ayy. Comme
a, divise x par la proposition 1.10, il existe z € Z tel que k = (H?:_ll ai) QpZ. U

PREUVE DU THEOREME 5.3. Le lecteur vérifiera a titre d’exercice que I’application
1 est bien un homomorphisme d’anneaux. Il reste donc a montrer que ’application v est
injective et surjective. Comme la source et le but de cette application sont des ensembles
finis de méme ordre, a savoir d’ordre ay - - - a,, il suffit de montrer que 1 est injective.
Pour cela, il suffit % de vérifier que le noyau de 7 (= I'image inverse 7~1(0) de zéro) est
réduit a zéro.

Soit k € Z tel que I'élément [k],,...q, soit dans le noyau de . On a donc k = 0

(mod a;), ou encore a; | k, pour tout i € {1,...,n}. Il résulte du lemme 4 que a; - - - a,, |
k, donc que [kla,...a, = 0. Le noyau de ¢ est donc bien réduit a zéro. O

5.5. Reformulation de la surjectivité de . Soient aq,...,a, des entiers > 2
deuz a deuxr premiers entre eux. Pour tous ki, ..., k, € 7Z, les équations

x =k (mod ay)

ont une solution commune x € 7.

AUTRE PREUVE DE LA REFORMULATION. Bien que cet énoncé résulte immeédiate-
ment du théoreme 5.3, offrons ici une autre preuve.

Cas n = 2. Il s’agit de résoudre le systeme des deux équations
r =k (mod a) et x = ko (mod ag).

Or il existe y,z € Z tels que a1y + azz = 1 (théoréme de Bézout). Posons x =
kiasz + keayy. Comme agz = 1 (mod ay), on a bien z = ky (mod a;) ; de méme, x = ky
(mod ay).

25 gn effet, un homomorphisme de groupes m: A — A’ est injectif si et seulement si 71"1(0) = {0}. La preuve est
en tout point analogue a celle du résultat correspondant pour les applications linéaires entre espaces vectoriels (voir le
semestre d’hiver).
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Cas de n quelconque. On pose a = ayas---a, et b; = aja; pour j € {1,...,n}, de
sorte que a; et b; sont premiers entre eux. Pour chaque j, il existe un entier z; tel que
bjl’j = k’j (mod aj).

[En effet, il existe y;, z; € Z tels que a;y; + b;z; = 1 par le théoreme de Bézout. Donc
a;jy;k; + bjzik; = kj;, et bj(z;k;) = k; (mod a;), de sorte que z; = z;k; convient.] On
pose alors

xr = bxy + - + byx,.
Pour tout j € {1,...,n}, on a b; = 0 (mod a;) des que i # j, et par suite z = k;
(mod a;). O

REMARQUE. Le nom de «théoreme chinois» vient de ce qu’il existe des solutions
d’équations comme dans la reformulation dans d’anciens textes chinois. Ces textes n’ont
pas d’équivalent de la formulation du théoreme 5.3 ci-dessus!

EXEMPLE. La solution de z =1 (mod 2), x =2 (mod 3), x = 3 (mod 5) s’obtient
comme suit, en suivant la méthode de la preuve ci-dessus.
On considere d’abord les équations
1521 = 1 (mod 2),
10z = 2 (mod 3)
6x3 =3 (mod 5).

On en trouve des solutions : x1 = 1, x5 = 2 et x3 = 3. Puis on calcule
r=10x1+10x2+6x3 = 53.

On constate que la solution générale s’écrit x = 53 + 301, avec [ € Z. Le résultat s’écrit
plus volontiers : x = 23 4 301, avec [ € Z.

5.6. PROPOSITION.

(i) Soit m,n des entiers positifs premiers entre eux. Alors
p(mn) = e(m)p(n).

(ii) Pour tout entier m > 2, on a

- 11(o-)

ou le produit est pris sur tous® les nombres premiers divisant m et la somme sur tous®’
les entiers positifs divisant m.

26 y compris p = m au cas ol m est premier.
2Ty comprisd =1 et d =m.
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EXEMPLES POUR LES FORMULES DE (ii). Si p est un nombre premier, on retrouve

1
o(p) = p(l—g) =p—1, o@p’) =p*—p, etc

Les diviseurs premiers de 60 sont 2, 3 et 5, de sorte que

1 1 1
2(60) = 60(1 ~ 2)(1 ~ 5)(1 — 3) = 16.

Les diviseurs de 12 sont 1, 2, 3, 4, 6, et 12, de sorte que
12 = (1) +¢(2) +93) +v4) +o(5) +(12) = 1+1+2+2+2+4.
PREUVE. L’assertion (i) résulte du théoréme chinois et du fait suivant : si A;, As

sont des anneaux, le groupe des éléments inversibles du produit d’anneaux A; x As
s’'identifie au produit des groupes des éléments inversibles de A; et As.

Pour lassertion (ii), on écrit la décomposition en nombres premiers m = pj* - - - pi*,

avec des premiers distincts py,...,pp et des entiers aq,...,a; > 1. On a d’abord
o o 1 1
1<i<k 1<i<k pi plm p

ou la premiere égalité résulte de (i).

Les diviseurs positifs de m sont précisément les entiers de la forme plfl - pr, avec

by €{0,...,a1}, ..., b €{0,...,a;}. En utilisant (i), on a donc ensuite
dpld) = > ¢ (pl{lmpﬁ’“) = > o) -e (pi’“)
d|m 0<b;<a; 0<b;<a;
=TT (1 + e + o) + - + )
1<i<k
=TT (+ im0+ =)+ o+ G =)
1<i<k
= J[p=m O
1<i<k

AUTRE PREUVE (ESQUISSE!) DE LA FORMULE.
1
@(m)zmH(l—;).
plm

Pour qu'un entier £ € {1,2,...,m} soit premier a m, il faut et il suffit qu’aucun des
diviseurs premiers de m ne divise k.

Soit pq,...,pn la liste des diviseurs premiers de m. Posons
Po={keN | 1<k<m et p.lk} (a=1,...,N).

L’ensemble

{1.2,....m}y = |J P,

1<a<N
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des entiers k € {1,2,...,m} premiers a m est de cardinal
m—= > [P+ D [PaNPf = D [PanPNP| % -
1<a<N 1<a<b<N 1<a<b<c<N

ou |@| désigne le cardinal d'un ensemble fini (). Par suite

w(m):m_2ﬁ+ 3 mo_ 3 moo4.

19a<n Pa 1 iTpen PPy o 2 <y PaPbPe
1
I
1<a<N Pa

Cette preuve illuste le principe d’inclusion-exclusion : le cardinal de I’ensemble U P.,
1<a<N

est la somme des cardinaux des P,, moins la somme des cardinaux des intersections de

deux de ces ensembles, plus la somme des cardinaux des intersections de trois de ces

ensembles, etc. O

REMARQUE. Il résulte de I’assertion (i) de la proposition que (k) est pair pour tout
k > 3. En effet, si k > 3 est divisible par un nombre premier impair p, alors (k) est
divisible par un nombre pair de la forme p® — p®~!, avec a > 1; sinon, k est divisible par
un nombre pair de la forme 2° — 2°~1 avec b > 2.

5.7. THEOREME (Euler, Fermat). Soit d un entier, d > 1. Pour tout entier a € Z
premier a d, on a
a? @ = (mod d) (Euler).
En particulier, pour un nombre premier p et un entier a € Z qui n’est pas un multiple

de p, on a
a”' =1 (mod p) (Fermat).

PREUVE. Vu le lemme 4.6, I’énoncé a montrer est équivalent a
pour tout [alq € Z/dZ qui est inversible, [a]g(d) =[1]q

Le théoreme d’Euler est donc un cas particulier du théoreme suivant. 0
5.8. THEOREME (Lagrange). Soit G un groupe abélien d’ordre N. Alors gV = 1
pour tout g € G.
REMARQUE. Le théoréme de Lagrange (mais pas la preuve qui suit) vaut pour tout
groupe fini, abélien ou non.
PREUVE. Soient g1, ¢gs,...,gn une énumération des éléments de G. Alors gg1, ggo,
.., 99, est aussi une telle énumération. Comme G est abélien, on a
9192+ - gy = (991)(992) - (9gn) = 9N 9192 gn
et par suite gV = 1. ]

AUTRE PREUVE DU THEOREME DE FERMAT (marche & suivre). Soit p un nombre
premier.
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(i

)
(ii) Pour tout a € Z, vérifier que (a + 1)? = a? + 1 (mod p).

Pour tout k € {1,...,p — 1}, vérifier que p divise le coefficient binomial (i)

(iii) Pour tout a € N, montrer par récurrence sur a que a? = a (mod p).
(iv) Si de plus pt a, montrer que a?~! =1 (mod p). O
[Au dernier point, utiliser le fait que a est inversible modulo p.]

RAPPEL ET PRECISION. Dans un groupe G, l’ordre d’un élément g est le plus petit
des entiers j > 1 tels que ¢/ = 1; s’il n’existe pas de tels entiers, on dit que g est d’ordre

infini. Par exemple, dans le groupe SL(2,Z), la matrice (_01 1) est d’ordre 6 et la

matrice ((1) 1) est d’ordre infini. [Voir la note en bas de page & la définition 5.1.]
5.9. AUTRE FORMULATION DU THEOREME DE LAGRANGE. Soient G un groupe
fini et g un élément de G. Alors l'ordre de g divise l’ordre de G.

PREUVE, QUI VAUT POUR TOUT GROUPE FINI (ESQUISSE). Soient d’abord G un
groupe et H un sous-groupe de G. On définit une relation R entre éléments x,y de G
en posant z Ry si 7'y € H.

Affirmation (i) : R est une relation d’équivalence sur G. Cela résulte des définitions.

Affirmation (ii) : toutes les classes ont le méme ordre que la classe de 1, qui est H. En
effet : soient # € G et C,, sa classe modulo R ; alors I'application C,, — H, y — x~ 'y
est une bijection d’inverse H — C., h — xh.

Affirmation (iii) : lorsque le groupe G est fini, 'ordre |G| du groupe G est le pro-
duit de l'ordre |H| du sous-groupe par 'ordre de ’ensemble quotient |G/R|. C’est une
conséquence immeédiate de I'affirmation précédente.

Considérons en particulier le cas d'un groupe fini G et du sous-groupe H engendré
par un élément g € G, c’est-a-dire du sous-groupe des éléments de la forme g™ avec
n € Z. Alors H est un groupe cyclique fini, isomorphe & Z/dZ, ou d est le plus petit
entier strictement positif tel que ¢g? = 1. L’ordre d de g, qui dans ce cas est aussi I'ordre
du sous-groupe H, divise 'ordre de G. U

La proposition qui suit est une conséquence du théoreme de Fermat.

5.10. LEMME. Soit p un nombre premier impair et x > 2 un entier tel que p divise
2?2+ 1. Alorsp=1 (mod 4).

PREUVE. Le premier p ne divise pas x, sinon il diviserait aussi 1 = (22 + 1) — 22,
ce qui est absurde. Donc 277! = 1 (mod p) par le théoreme de Fermat. Par hypothese,
7?2 = —1 (mod p) et ’%1 € N; par suite

Pl = (xQ)%l =(-1)2 (modp).

De I'égalité (—1)% =1 (mod p), il résulte que p%l est pair, c’est-a-dire que p est de la
forme 4k + 1. 0
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5.11. PROPOSITION. [l existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo
4, et une infinité de nombres premiers congrus a 3 modulo 4.

PREUVE. Comme pour le théoreme 2.5, on commence par observer qu’il existe au
moins un nombre premier congru a 1 modulo 4, par exemple 5.

Soit alors {pi,...,pr} un ensemble fini de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.
On considere 'entier )
n=1+12 H pil .

1<i<k

Soit p un nombre premier divisant n. Alors p est nécessairement congru a 1 modulo 4
par le lemme; par ailleurs, p n’est pas dans {pi,...,px} (voir la preuve du théoreme
2.5). 1l en résulte qu'il existe une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo 4.
[Voir aussi l'exercice (VII.16) sur les nombres de Fermat.|

Pour les premiers congrus a 3 modulo 4, voir l'exercice (VII.15). O

Compléments au § VIIL.5

5.12. Importance pratique du théoréme chinois. Supposons qu’on travaille sur un ordinateur qui manipule
facilement des nombres < 100, et qu’on veut effectuer des opérations sur des nombres < 109, On peut réduire tous les
nombres en scéne modulo 99, 98, 97, et 95 (ces quatre nombres sont premiers deux & deux), faire toutes les opérations
désirées, puis revenir & des nombres entiers < 106. (Voir pages 129-130 dans le livre de K.H. Rosen, Elementary number
theory and its applications, second edition, Addison-Wesley, 1988.)

5.13. Quelques propriétés de la fonction d’Euler ¢. L’égalité ¢(p) = p — 1 montre que limsup,,,_,, ¢(m) =
00 ; on peut montrer que limm, — o0 (M) = co. Plus précisément, pour tout nombre réel § > 0, on a limm— o m’1+5tp(m) =
oo. Par ailleurs, on peut aussi montrer que

n2
Z p(m) = 3ﬂ_—2 + 0(nlnn).

m=1

Voici une interprétation de ce résultat. Pour tout entier n > 1, on consideére les %n(n +1) ~ %n2 paires d’entiers (a,b)
2::1:1 p(m)
%n(n—‘—l)
vers 6/71’2 quand n tend vers l'infini. En d’autres termes, la probabilité pour que deux entiers strictement positifs soient
premiers entre euz est 6/m2 ~ 60,8 %. Ce méme nombre 6/72 est aussi la probabilité pour qu’un entier positif soit «sans
facteur carré» , c’est-a-dire ne soit divisible par aucun carré de nombre premier. [Ou trouve des preuves de ces résultats
au chapitre XVIII de G.H. Hardy et E.M. Wright, An introduction to the theory of numbers, Oxford University Press;

la premiere édition date de 1938.]

telles que 1 < a < b < n; alors la proportion d’entre elles pour lesquelles a et b sont premiers entre eux tend

5.14. Remarques historiques. Le théoreme 5.7 est dii & Euler, qui a généralisé le cas particulier énoncé par
Fermat.

Pierre de Fermat (1601-1665), conseiller au parlement de Toulouse, a énoncé sans preuve son résultat connu sous
le nom de «petit théoréme de Fermat» . Voici un commentaire de Legendre (1752-1833). On a de [Fermat] un grand
nombre de théorémes intéressants, mais il les a laissés presque tous sans démonstration. C’était l’esprit du temps de
se proposer des problémes les uns auzx autres. On cachait le plus souvent sa méthode, afin de se réserver des triomphes
nouwveauz tant pour soi que pour sa nation; car il y avait surtout rivalité entre les géométres francais et les anglais.
De la il est arrivé que la plupart des démonstrations de Fermat ont été perdues, et le peu qui nous en reste nous fait
regretter d’autant plus celles qui nous manquent.

Leonard Euler, né & Bale en 1707 et mort & Saint-Pétersbourg en 1783, domine son siécle par 'importance et le
nombre de ses travaux mathématiques.

Joseph Louis de Lagrange, né a Turin en 1736 et mort a Paris en 1813, est connu notamment pour ses travaux
en théorie des nombres (tout entier est somme de quatre carrés), en mécanique, en calcul des variations (équations
d’Euler-Lagrange) et sur les équations polynomiales de degré supérieur & 4 (préhistoire de la théorie des groupes).

Le «dernier théoréme de Fermat» énonce que, pour tout entier n > 3, I’équation

l_n+yn:Zn
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n’a aucune solution en nombres entiers non nuls z,y,z € Z \ {0}. On connait une preuve de Fermat pour n = 4 et
une preuve d’Euler pour n = 3. Le probleme pour n quelconque a eu une importance historique considérable pour le
développement de la «théorie des nombres algébriques» et des mathématiques en général. Aprés de nombreuses réponses
partielles, c’est & Andrew Wiles qu’est revenu le mérite et 'honneur de démontrer ce «théoréme de Fermat-Wiles».
(Voir Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem, Annals of Mathematics 141 (1995) 443-551 — article que, par
ailleurs, bien peu de mathématiciens professionnels sont capables de lire, vu sa trés grande difficulté technique, ainsi que

Iimportance des prérequis.)

Exercices du § VIIL.5

(VII.38) Vérifier naivement le théoreme d’Euler pour d < 8.
Calculer ¢(m) pour m < 20.
Montrer que, si ¢(m) < 2, alors m € {1,2,3,4,6}.

Montrer que les anneaux Z/900Z et Z/6Z x Z/10Z x Z/15Z ne sont pas isomorphes
en calculant leurs nombres d’éléments inversibles.

(VIL.39) Quel est le dernier chiffre de 7% en écriture décimale ?
(VIL40) Quel est le reste de la division de 32499 par 357

(VIL.41) Montrer que 636 — 1 est divisible par 13 et que 55* — 1 est divisible par 72.

[Indication : calculer les valeurs de la fonction ¢ d’Euler. |

(VII.42) Calculer les valeurs ¢(5186), ¢(5187) et ¢(5188) de la fonction d’Euler.

Indication : les nombres 2593 et 1297 sont premiers.
[
(VIL.43) Trouver les entiers z € Z tels que =9 (mod 17) et x = 17 (mod 60).

(VII.44) Soit p un nombre premier impair et soit @ € 7Z un nombre premier a p.
L’exercice consiste a lire la preuve de (f) dans (i) ci-dessous, et a rédiger une preuve

(analogue) pour (f1).

(i) Supposons qu’il existe z € Z tel que z2 = a (mod p). Alors (p — z)* = a
(mod p), et p—x # x (mod p) parce que p est impair. De plus, pour tout nombre y € Z
tel que > =a (mod p),onay? —2*> = (y—z)(y+2z) = a—a = 0 (mod p) de sorte
que

ou bien y — 2 =0 (mod p), c’est-a-dire y = = (mod p),
ou bien y + 2z =0 (mod p), c’est-a-dire y = p — x (mod p).
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Il en résulte que les p — 1 nombres 1,2, ..., p — 1 peuvent étre groupés comme suit :
deux nombres distincts x et p — x de carrés congrus a a modulo p, et des paires (s,t)
d’entiers tels que s Z t (mod p) et st = a (mod p). Il en résulte que

p—1! = z(p—x) H st = x(p — x)a%(p’?’) = —qz2(r-V) (mod p),

paires (s,t) distinctes

d’ou )
az?") =1 (mod p) (%)
par le théoreme de Wilson.
(i) Supposons au contraire qu’il n’existe aucun entier z € Z tel que 2 = a
(mod p). Montrer que
1
5(—-1) —
az®? Y = -1 (mod D). (£8)
Dans le cas (i), on dit que a est un résidu quadratique modulo p, et on écrit <%> =1 (symbole de Legendre). Dans
le cas (ii), on écrit (%) = —1. Ainsi, les résultats de (i) et (ii) s’écrivent
az®=1) = <g> (mod p).
p

L’un des titres de gloire de Gauss est d’avoir découvert et montré, en 1795 c’est-a-dire a ’dge de 18 ans, le théorémede
la réciprocité quadratique :

THEOREME. Soient p,q deuz nombres premiers impairs distincts.

Sip=q=3 (mod 4), alors (%) = - (%) :

dans les autres cas, <3) = (5).
q P

Le théoréeme avait été conjecturé par Euler en 1783, et Lagrange en avait donné des «preuves» incomplétes. Legendre
résumait le théoréeme par la formule
(2) (%) = st
q p
valable pour toute paire (p,q) de nombres premiers impairs.
(3) - ()
q q q

pour des entiers a, b premiers & gq. Avec la réciprocité quadratique, cette « multiplicativité» permet des calculs rapides
de symboles de Legendre. Par exemple

(%) - () &)
— — — car 72=2x 2 x 19
97 97 97

On peut montrer que

< ) car le carré d’un symbole de Legendre vaut toujours 1
97 - s .
= par réciprocité quadratique

car 97 =1 (mod 19)

Il
—

car <7> = 1 pour tout nombre premier impair p.
p

Il n’est pas immédiat de trouver explicitement un nombre entier a tel que a? = 72 (mod 97).

(VIL.45) Soit p un nombre premier impair. Montrer que, parmi les p — 1 entiers a tels que 1 <a <p—1,il yen a

p—gl qui sont des résidus quadratiques modulo p et % qui n’en sont pas.

(VIL.46) Vérifier que (%) =1pourp=7,17,... et (%) = —1 pour p = 3,5,11,13,19,.... Plus généralement, on

sait que (%) = (71)(1’2*1)/8 pour tout nombre premier impair p.
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(VIL.47) Soient G un groupe, g un élément de G d’ordre fini et d 'ordre de g dans G.

(i) Soit k € N. Vérifier que ¢g* = 1 si et seulement si d divise k.
(ii) Soit @ € N; posons ¢ = pged(a, d) et e = d/c. Montrer que g* est d’ordre e.

[Indication : Soit b = a/c, de sorte que b et e sont premiers entre eux. Soit [ € N; alors
d divise al si et seulement si e divise bl, c’est-a-dire si et seulement si e divise [. ]

(iii) Parmi les puissances de g, montrer que le nombre de celles qui sont d’ordre
égal a l'ordre de g est p(d), ou ¢ désigne la fonction d’Euler.

(VIL.48) Soit G un groupe fini; notons n son ordre. Si G possede un élément d’ordre
n, montrer que GG est cyclique.

[Rappel : les termes «groupe cyclique» ont été définis juste apres le numéro 5.8. |

[Indication : utiliser I'exercice précédent. |

6. A propos de la notation décimale des nombres réels

Tout nombre réel possede une écriture

M )
= ¢l + ) ;107 (%)
j=0 j=1

ou ¢;,a; € {0,1,...,9}. De plus, si on exclut les cas ot il existe un entier j, > 0 tel que
a; =9 pour tout j > jo, alors I'écriture (*) de x est unique. Pour la suite de ce numéro,
on suppose que 0 < x < 1 (sauf mention expresse du contraire).

6.1. Définition. Le développement (x) de x
se termine a la p-iéme décimale, ol p est un entier positif, si a, # 0 et a; = 0 pour
tout 7 > u;
est périodique sil existe v > 0 tel que a;4, = a; pour tout j > 1;
est ultimement périodique s’il existe p > 0, > 0 tels que a;4, = a; pour tout j > u.
Dans les deux derniers cas, v s’appelle la période du développement ; noter qu’'un dévelop-
pement qui se termine est un cas particulier de développement ultimement périodique

(avec v = 1 et a; = 0), et qu’un développement périodique est également un cas parti-
culier de développement ultimement périodique (avec pu = 0).

On utilise un ou deux points pour indiquer les périodes, conformément aux exemples
suivants :

% = 0,166 666 666 ... = 0,16
2—58 = 0,178 571 428 ... = 0,17857142;
L 0,090 909 090 ... = 0,09.

—_
—_
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6.2. Nombres a développements qui se terminent.

PROPOSITION. Pour que x € [0, 1] posséde un développement qui se termine, il faut
et il suffit que x soit un nombre rationnel de la forme

N
T = —
2050’

avec N,a, 3 € N et
N impair si > 0,

N premiera 5 si (> 0.

De plus, le développement de x se termine a la p-ieme décimale pour p = max{a, 3}.

PREUVE. Si x = N27°577 et u sont comme indiqués, alors 10z est entier, donc de
la forme 1042 = a1 10# 1+ a 1042 4. 4+ a, ; on laisse au lecteur le soin de vérifier que
a, # 0. Par suite le développement = = 0,a1as - - - a, se termine a la p-ieme décimale.

Réciproquement, si = 0,a1az - - - a,, alors 10#z est entier, donc z est de la forme
N'107* = N2725 P, O
EXEMPLES. (i) 1/8 =273 = 0,125, le développement se termine & la 3ieme décimale.

(i) 3/400 = 3x274572 =0, 0075, le développement se termine & la 4ieéme décimale,
et on a bien 4 = max{4, 2}.

6.3. Nombres a développements périodiques.

PROPOSITION. Pour que x € [0, 1] posséde un développement périodique, il faut et
il suffit que x soit un nombre rationnel de la forme
N
T =7,
ou N, D sont des entiers et
N et D sont premiers entre euz,

D est premier a 2 eta 5 |autrement dit D est premier a 10].
De plus, la période du développement de x divise p(D).
PREUVE. Soit x = N/D avec N, D premiers entre eux et D premier a 10. Notons v

le plus petit entier strictement positif tel que 10 = 1 (mod D). Remarquons d’abord
que v divise p(D). Ensuite il existe un entier k£ > 1 tel que

10°N (kD +1)N

10"x = = kN + x.
D D
Si, en écriture décimale, x = 0, ajas - - - a,a, 110,19 - - -, ces égalités impliquent que
a1y ...a, + 0 0,410,190+ = EN +0,a1a9 . ..

de sorte que a,4; = a; pour tout j > 1.

Réciproquement, si le développement de x est périodique de période v, alors 10"z —
x = N’ est entier, de sorte que

N/

10y —1

N
D
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ou N, D sont premiers entre eux. De plus D divise 10 — 1, donc D est premier a 2 et a
5. O

EXEMPLES. (i) 1/111 = 0,009, le développement est périodique de période 3, et on
vérifie que 3 est un diviseur de ¢(111) = ¢(3)p(37) = 72.

(ii) 1/81 = 0,012345679, le développement est périodique de période 9, et on vérifie
que 9 est un diviseur de p(81) = ¢(3%) = 3* — 33 = 54.

(iii) 1/7 = 0,142857, le développement est périodique de période 6 = (7).

(iv) 1/99 = 0,01, le développement est périodique de période 2, et on vérifie que 2
divise ¢(99) = ©(3%)p(11) = 6 x 10 = 60. En revanche, la période de

99/ ~ 9801
................................. 9596 97 99

1)\? 1 .
( ) = 0,000102030405060708091011121314151617181920 ...

est bien supérieure a 2! (Cette période est précisément 198, dont on vérifie que c’est un
diviseur de ¢(9801) = 5940 = 22 x 3% x 5 x 11.)

6.4. Nombres a développements ultimement périodiques.
PROPOSITION. Pour que x € [0, 1] posséde un développement ultimement périodique,
il faut et il suffit que x € Q.
De plus, st
N
r=—
2056 D"’
ou N,a, 3, D" sont des entiers tels que

N et 2°5°D’  sont premiers entre eu,

D" est premier a 2 et 5

alors le développement décimal de x est de la forme 0,cicy -~ - cyaray - - - d, avec
p = max{a, 3} et v | D)

ELEMENTS DE PREUVE. Si # = N/2°5°D’ avec N, a, 3, D' comme plus haut et si
a € N est entier tel que 295%a = 10#, alors 10tz = aN/D' = q+r/D’ avec 0 < ¢ < 10#
et 0 <r < D'. Vu le numéro 6.3 :

10t = q+0,a1a2---a,
et par suite
x = 0,ci¢0- - cudran - a,.

Resterait a voir qu’il n’y a pas d’écriture de ce type pour des valeurs de p et v strictement
plus petites ..., ainsi qu’a montrer la réciproque. Nous renvoyons pour cela au théoreme

10.4 de K.H. Rosen, Elementary number theory and its applications, second edition,
Addison-Wesley, 1988. U

EXEMPLE. 5/28 = 5 x 272771 = 0,17857142 a un développement ultimement
périodique de période 6 = ¢(7); on vérifie que u = 2 = max{2,0}.
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6.5. Conséquence. Il résulte de ce qui précede que tout nombre irrationnel, par
exemple /2, 7 ou e, a un développement décimal qui n’est pas ultimement périodique.

6.6. Exercice. Voici par ailleurs un exercice fourni par G. Wanner ; soit £ un nombre rationnel, 0 < x < 1, qu’on
suppose étre ultimement périodique de période v, et soit N un entier; montrer que la période de /N est majorée par
(N —=1)v.

[Indication : Soit 0,c1 -+ - cud1 - - - any le développement de = en base 10. Notons A; I’entier dont I’écriture en base 10 est
Cl " CpQ@l - Qu@l - Qy - "" a1 ---ay (avec j blocs aj - +-ay). Il existe j, k, avec 0 < j < k < N — 1, tels que les restes
des divisions par N de A; et Ay sont égaux. Alors /N a un développement décimal ultimement périodique de période
au plus (k — j)v. |

6.7. Curiosité. Il existe des exemples «bien connus» de paires de nombres réels distincts qui ont des dévelop-
pements décimaux «longtemps égaux». Posons par exemple

2
!’ __ -
"= 2 eXp( 1010)
n=—oo

1l n’est pas difficile de vérifier que la série converge, donc que 7’ est un nombre réel bien défini. Il se trouve que 3 < 7’ < 4,
donc que

o = 3,a1az2a3 ...
en notation décimale, avec a; € {0,1,...,9} pour tout 5 > 1. Ecrivons de méme
m = 3,b1b2bz ... = 3,14159... .

En 1992, les freres J. Borwein et P. Borwein ont montré que a; = b; pour tout entier j < jo, ol jo est un entier tel que
jo > 42 x 109, mais que néanmoins 7’ # .

Pour en savoir plus, voir J.-P. Delahaye, Le fascinant nombre m, Belin — Pour la Science, 1997.

Les considérations de ce numéro s’étendent de la base 10 a toute autre base. Voici
un exercice illustrant I'usage de la base 2.

Exercices du § VII.6

(VIL.49) Soit T : X — X une transformation d’un ensemble X. On définit par
récurrence les itérés T™ de T en posant T%(z) = T(T(z)), ..., T"(z) = T(T™(x)). Un
point z € X est périodique s'il existe un entier k > 0 tel que T%(z) = z, et ultimement
périodique il existe des entiers k,n > 0 tels que T**"(x) = T"(x).

On considere U'intervalle X = [0, 1[C R et la transformation 7" de X définie par

1
T(x) =2x si x< 3 et T(x) = 2x —1 sinon.

Déterminer les points périodiques et les points ultimement périodiques de T'.

[Indications : Montrer qu'un nombre réel x tel que 0 < x < 1, avec un développement

o0

r = Zeﬂ‘j e; € {0,1}

j=1
en base 2, est rationnel si et seulement si la suite (ej)j>1 est ultimement périodique.

En particulier, le développement en base 2 d’un nombre x € [0, 1] qui est irrationnel
n’est jamais ultimement périodique.

Pour x € [0,1[NQ, écrire ¥ = 5~ avec ¢ impair et a, 2°c premiers entre eux. Puis
infliger & x les transformations 7', T?, ..., T T°t1 .. .|
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(VIL.50) Soit n un entier positif et
n=ea2+e 2" 4+ ea2+4¢, on e,..., e € {0,1},
son développement en base 2. On pose
m = €9+ 2€; + 4des + €3 + 2e4 + des + - - -

[k/3] [(k—1)/3] [(k—2)/3]
= Z €3; +2 Z €35+1 +4 Z €3j+2
j=0 j=0 Jj=0

(i) Vérifier que n est divisible par 7 si et seulement si m 1'est.

(ii) Formuler un critere de divisibilité par 17.

7. Introduction a la cryptographie a clé publique et au systeme RSA

La cryptographie est 1’étude des méthodes permettant la transmission de messages
qui ne soient compréhensibles que par leurs destinataires. Le probleme est de transfo-
mer un texte en clair en un texte chiffré et, une fois ce dernier transmis, de retrouver
le texte original. Le texte en clair utilise un certain alphabet, par exemple 40 signes
typographiques usuels®®, ou les deux éléments du corps Fa, ou les 128 éléments d'un
espace vectoriel de dimension 7 sur Fy, ou les éléments d'un anneau du type Z/mZ.
Le texte chiffré utilise aussi un alphabet, qui peut étre différent ou non du précédent.
La transformation de textes en clair en textes chiffrés s’appelle le codage ou le chif-
frage, et la transformation inverse le décodage ou déchiffrage. L’espoir des interlocuteurs
est que les intercepteurs éventuels du message ne pourront pas le comprendre ; I’espoir
évidemment contraire de ces intercepteurs est de percer le code. L’histoire montre que
les codes finissent souvent par étre percés.

Il existe une multitude de systemes de codage. Certains sont tout a fait naifs, par
exemple le suivant. On utilise une permutation des lettres de I'alphabet. Ainsi, avec la
permutation «+1 modulo 26» sur les lettres (avec les autres signes typographiques
points fixes de la permutation), le message

«nul n entre ici s il n est geometre »

devient
«ovm o fousf jdj t jm o ftu hfpnfusfs .

Ce genre de codage est facile a percer : ci-dessus, on peut commencer par observer que
la lettre qui apparait le plus souvent est «f» | et qu’il y a donc de bonnes chances pour
qu’elle corresponde a un «e» dans le texte en clair, puisque le «e» est en général la
lettre la plus fréquente d'un texte francais. (Il existe des exceptions célebres, dont un
ahurissant lipogramme de Georges Perec [Per].)

Les méthodes de codage classiques nécessitent la transmission préalable du procédé
de décodage, et I'histoire (encore elle) montre que cette étape préliminaire est une fai-
blesse certaine vu qu’il est bien difficile de la garder secrete.

Les cryptosystemes a clé publiqgue datent des années 1970 | . Avant de les
décrire, commengons par formaliser le probleme fondamental de la cryptographie (au

28 Choix possible : a, b, ..., z, espace blanc, point,?, $, 0, 1, ..., 9.
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moins du point de vue des interlocuteurs souhaitant communiquer secretement — les
casseurs de code ont d’autres problemes). On consideére I'ensemble M de tous les mes-
sages en clair possibles, et ’ensemble C de tous les messages chiffrés possibles. L’encodage
E et le décodage D sont des applications

E: M — C et D:C — M
qui sont bijectives et inverses I'une de l'autre : D = E~' et £ = D71,

Il peut étre «plus difficile» de calculer une image de D qu'une image de E, comme
le montre I'exemple simple suivant : M est 'ensemble des paires de nombres premiers
impairs distincts

M = {(3,5), (3,7), (3,11), ..., (5,7), (5,11), ...}

et C I'’ensemble des entiers impairs dont la décomposition en nombres premiers est un
produit d’exactement deux facteurs

C ={15,21,33,35,39,51,55,57,65,69, 77, ...}

L’application E est le produit, et D est la décomposition en facteurs premiers. Pour des
correspondants privés de calculettes, il est par exemple facile de calculer

E(881, 2657) = 2340817
mais il est bien difficile de trouver la décomposition en facteurs premiers
D(2340817) = (881, 2657)
(& moins bien sir de disposer d’informations supplémentaires).

Supposons qu’il existe des regles faciles pour trouver I'image F(M) de tout message
en clair M, mais qu’il soit tres difficile de trouver a partir de ces seules regles 'image
D(C) d’'un message codé C. Si un correspondant A veut recevoir des messages d’'un
correspondant B avec qui il partage la connaissance des ensembles M et C, il suffit a A
de connaitre F et D, de transmettre E a son correspondant (voir de publier E), tout
en gardant D secret. Ainsi B pourra-t-il encoder ses messages, grace a E, mais seul A
pourra-t-il les décoder.

L’intérét des cryptosystemes a clé publique étant admis, il reste a mettre au point des
algorithmes efficaces. Le systeme le plus utilisé est appelé RSA, en référence a | ].
L’efficacité d’un tel algorithme dépend fortement des performances des ordinateurs dis-
ponibles. Le systeme RSA a été efficace pendant une bonne vingtaine d’années; mais
ses détails doivent étre périodiquement adaptés aux progres de la technique.

Le systeme RSA transmet des entiers modulo m, ou m est un entier suffisamment
grand. L’usage de ce systeme présuppose une maniere de transformer un message, par
exemple un message en francais d’au plus 100 lettres-et-espaces, en un nombre entier x
dans le domaine 1 < 2 < 10%%°, et réciproquement. Ces étapes n’offrent pas de difficulté
de principe importante, et nous n’en dirons rien de plus ici. Le but de ’exposition qui
suit est donc de décrire des applications convenables

E :Z/mZ — Z/mZ et D :Z/mZ — Z/mZ

inverses I'une de l'autre. Pour les exemples traitables sans ordinateur, m est si petit
que l'application D semble étre facile a expliciter lorsque ’on connait E. Mais pour m
grand, I'expérience montre que la méthode est tout a fait utilisable en cryptographie.
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EXERCICE. On se donne un entier m dont on sait qu’il est produit de deux nombres
premiers distincts, et la valeur ¢(m) de la fonction d’Euler en m. Trouver les facteurs
premiers de m.

[Réponse : ce sont les racines du polynéme X2 — (m + 1 — ¢(m))X +m. Il en résulte
que la «difficulté» de trouver p(m) est tout a fait comparable a la «difficulté» de
trouver les deux facteurs premiers de m.]

8. Description du codage RSA

8.1. Mise en place.

(i) Le correspondant A choisit secréetement deux nombres premiers distincts p et g.
(ii) I calcule m = pg et p(m) = (p—1)(¢ — 1).
(iii) II choisit un entier e € {1,2,...,m — 1} tel que e et p(m) sont premiers entre

eux, et calcule® d € {1,2,...,m—1} tel que ed = 1 (mod ¢(m)). Ainsi, il existe k € N
tel que ed = kp(m) + 1; la valeur numérique de k ne joue aucun role ci-dessous.

(iv) Le correspondant A publie la clé de codage (m,e) et conserve secrétement
pour lui la clé de décodage (m,d). Rappelons que, pour qui ne connait que m et d sans
connaitre p et ¢ (c’est-a-dire sans connaitre ¢(m), voir I'exercice du numéro précédent),
il est «tres difficile» de trouver p, g et p(m), donc a fortiori de calculer d & partir de e.

8.2. Codage et décodage d’un message. Quiconque souhaite envoyer secrete-
ment & A un message v € {0,1,2,...,m — 1} calcule y € {0,1,2,...,m — 1} tel que
y = z¢ (mod m) et transmet y a A. Lorsque A regoit le message codé y, il calcule
2¢€{0,1,2,...,m — 1} tel que z = y? (mod m). Voici 'observation fondamentale :

2=yl =2 = phelm)+1 (mod m);

donc z = x par la proposition suivante.

8.3. PROPOSITION. Soient p,q deux mombres premiers distincts et m = pq leur
produit. Alors
gHmH = 2 (mod m)
pour tous k > 0 et x € Z.
REMARQUE. Si x est premier a m, la conclusion résulte du théoreme d’Euler. Mais,
pour un entier m de la forme indiquée, la proposition vaut pour tout entier x.

PREUVE. Si z est un multiple de p, on a évidemment 2**(™+! = 2 =0 (mod p) ; si
p ne divise pas z, alors (M = (xp_l)k(q_l) = 1 (mod p) par le théoreme de Fermat.
On a donc
=z (mod p)
pour tout x € Z.

De méme 2#(M+! =z (mod q) pour tout = € Z. Ainsi z*("™+1 — g qui est a la fois

un multiple de p et un multiple de ¢, est aussi un multiple de pq; en d’autres termes
R+ = 2 (mod m). O

29Voir l'algorithme d’Euclide et le numéro 1.7.
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ILLUSTRATION DE LA PROPOSITION. Si m = 15, alors ¢(15) = 8. Par exemple :
3 = (27)° = (-3)% = (mod 15);
4> =16 =1 (mod15) donc 4° =4 (mod 15);
57 = (125)% = (5)® = 125 = 5 (mod 15);
etc.

EXERCICE. Généraliser la proposition au cas d'un entier m qui est un produit de
nombres premiers distincts deux a deux.

8.4. Exemples avec m petit. Premier exemple : A choisit les nombres premiers
p=3et qg=11, calcule my = 33 et p(m,) = 20, puis choisit e4 = 7 et calcule d4 = 3,
et enfin publie (33, 7).

Si un correspondant connaissant la clé de codage (33,7) veut transmettre a A le
nombre xz = 17, il calcule d’abord (17)7 = 8 (mod 33), par exemple comme suit : il
observe les congruences 2° = 32 = —1 (mod 33) et 17 = —16 = —2% (mod 33), puis
il obtient

(17)7 = (—=16)7 = —2% = —(2°)° 2> = 2° (mod 33).
Ce correspondant transmet donc y = 8 a A.
Lorsque A recoit le message, il calcule
8% = 8(8)? = 8(-2) = —16 = 17 (mod 33)

et conclut que ce nombre 17 est le message en clair que A souhaite lui transmettre,
comme on le vérifie ici.

Second exemple : le correspondant B de A choisit pour sa part les premiers 5 et 13
donc l'entier mp = 65, choisit eg = 11, calcule dp = 35, et enfin publie (65,11).

Si A, cette fois 'origine d’un message, veut transmettre le «message en clair» 11,
alors A doit calculer (11) = 6 (mod 65) et transmettre le résultat codé 6. Il ne reste
a B qu’a déchiffrer 6%° = 11 (mod 65).

Voici une maniére (parmi d’autres) de vérifier de téte ces calculs.

©(65) = p(5)p(13) = 48 et 11x35 = 385 = 8 x48+1
112 = -9 (mod 65), 11* = 81 = 16 (mod 65), 118 = 256 = —4 (mod 65)
112 = —99 = 31 (mod 65),

11 = —4x31 = —124 =6 (mod 65)

62 = 216 = 21 (mod 65), 6% = 126 = —4 (mod 65),
612 = (6%)° = (—4)® = —64 = 1 (mod 65)
63 =630 x67! =671 =11 (mod 65).

EXERCICE. A choisit m = 35, e = d = 5 et x = 4. Calculer les nombres y, z €
{0,1,...,34} définis par y = 2¢ (mod 35) et z = y? (mod 35). [Elément de réponse :
y=9]
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8.5. Exemples plus réalistes. A choisit deux nombres premiers p et ¢ de 'ordre de
(10)1%9 avec 100 < ¢q/p < 10000. (La raison en est qu’il est «assez facile» de décomposer
un produit de deux nombres premiers distincts proches I'un de ’autre, d’ou un choix de
p et q «suffisamment différents» .) La couverture du livre de Bachmann cité ci-dessous
montre un exemple avec p ~ 109 et ¢ ~ 107%.

8.6. Signatures. Considérons a nouveau deux correspondants A et B, par exemple
avec les données numériques ci-dessus, a savoir

A publie (ma,es)=(33,7) et connait secretement ds = 3,
B publie (mpg,ep) = (65,11) et connait secretement dg = 35.

Imaginons que A veuille envoyer a B un message signé, ou en d’autres termes un message
dont B puisse étre sur qu’il provient vraiment de A. Voici un procédé naturel dans le
contexte RSA (dans le cas de I'exemple, c’est-a-dire dans le cas ot my < mp).

A possede une signature numérique publique, qui est un nombre s, € {0,1,...,ma—
1}.
(i) 1IIla transforme d’abord d’une maniere connue de lui seul, en calculant
s(Al) € {0,1,...,ma — 1} tel que 5541) = (s4)™  (mod my).
(ii) Puis A utilise les données publiques de B et calcule
sf) € {0,1,...,mp — 1} tel que sf) = (S(AD>€B (mod mp),
qu’il transmet a B.
(iii) A réception, B utilise d’abord sa connaissance secréte pour calculer

d
5541) € {0,1,...,mp — 1} tel que §§) = (s?) ’ (mod mp).

(iv) Enfin B utilise les données publiques de A et calcule
S4€{0,1,...,my — 1} tel que 354 = <§(Al)>EA (mod m 4).

Si B retrouve la signature s4 = 54 de A, il est convaincu que le message vient bien de
A. En effet : J
€pap
521) = (S(AI)) = 5541) (mod mp)

par la proposition 8.3, donc ES) = 3541), et de meéme

ea
54 = (s(Al)> = (50)" = 5, (mod my)
par la méme proposition 8.3, donc §4 = sa.

Dans le sens contraire, le procédé est presqu’identique, a ceci pres que mpg > may,
ce qui modifie 'ordre des opérations a faire sur la signature sgp de B. On suppose que
B s’est arrangé pour que sa signature numérique sg soit un nombre inférieur a m4 — 1
(c’est-a-dire au minimum de ma — 1 et mp — 1).

(i) B calcule d’abord sg) € {0,1,...,my — 1} tel que sg) = (sp)™ (mod my),
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d
(i') puis sg) €{0,1,...,mp — 1} tel que sg) = (sg)) ’ (mod mp).

.. , (1) B ) _ (@)
(iii") A calcule d’abord 55’ € {0,1,...,mp — 1} tel que 53" = ( sz (mod mp),

d
(iv") puis 5 € {0,1,...,ma — 1} tel que 55 = (52)) ! (mod my). Comme avant,

A doit retrouver la signature sg = S de B pour étre convaincu que le message contenant
cette information vient bien de B.

Pour en savoir plus, voir par exemple [Sin], qui est un livre de vulgarisation, | ]
ou [ |, qui sont des cours de mathématiques, et [Lan], sur un sujet d’actualité.
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9. Pseudopremiers

Pour savoir si un nombre entier positif n est premier ou non, un procédé naif consiste
a diviser n par les nombres premiers p tels que 2 < p < /n; pour que n soit non premier,
il faut et il suffit qu’au moins l'une de ces divisions fournisse un reste nul. Ce procédé
prend souvent beaucoup de temps. Le but du présent paragraphe est de faire entrevoir
d’autres procédés.

9.1. Calculs préliminaires.
20 =1 (mod 341), 3 #1 (mod 341) et 7 #1 (mod 341).

Il est hautement déconseillé de calculer d’abord 2349, 3340 et 7349 puis de réduire modulo

341. Voici une autre méthode, utilisant la factorisation 341 = 11 x 31.
(i) Remarquons d’abord que
2" =1 (mod 11) donc 2* =1 (mod 11)
20 =1 (mod 31)
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par le théoreme de Fermat. Comme 23° — 1 est & la fois un multiple de 11 et un multiple
de 31, c’est aussi un multiple de 341 ; autrement dit 23° = 1 (mod 341). Comme par
ailleurs 340 — 10 est un multiple de 30,

2310 = 219 (mod 341).
Or 219 = 3 x 341 + 1, donc

230 = 1 (mod 341).

(i) On montre comme ci-dessus que 3% = 3! (mod 341). Or 3% = 2 x 341 + 47
et 3* = 81, de sorte que
30 = 3% x 3" = 47 x 81 (mod 341).
Or 47 x 81 = 3807 = 3751 4+ 56 = 11 x 341 + 56, et donc
330 =30 =56 £ 1 (mod 341).

(iii) Enfin 78 = 343 =2 (mod 341) et 2!° =1 (mod 341) impliquent
7= (PHYBxT =2 x7 = (29" x56 =56 Z 1 (mod 341).

9.2. Un premier test de primalité. Soit n un entier, n > 3. Si n est premier,
alors
2" =1 (mod n),
comme cas particulier du théoreme de Fermat. Qu’en est-il de la réciproque? Un test
numérique sommaire montre que

si n=3 alors 22=4=1 (mod 3)
sion=4 alors 22=8=0 (mod 4)

si n=5 alors 22 =16=1 (mod 5)

si n=6 alors 2°=32=2 (mod 6)

si on=T alors 20=64=1 (mod7)

si n=3~8 alors 27=128 =0 (mod 8)
sion= alors 22 =256=4 (mod9)

si n=10 alors 29 =512=2 (mod 10)
si on=11 alors 210 =1024 =1 (mod 11)
sion=12 alors 211 = 2048 =8 (mod 12)

si n=2341 alors 2310 =1 (mod 341).

9.3. Définition. Un nombre impair n > 3 est pseudopremier s’il n’est pas premier
et si 2" ' =1 (mod n).

Le nombre 341 est donc pseudopremier. On peut montrer que les seuls nombres
pseudopremiers inférieurs a 1000 sont 341, 561 et 645, alors qu’il y a 168 nombres
premiers inférieurs & 1000. De méme, parmi les nombres inférieurs & 109, il y a 14 884
pseudopremiers et 455052512 premiers. Ainsi, le test 277! = (mod n) détecte une
grande proportion de nombres composés.

Néanmoins, il existe une infinité de nombres pseudopremiers, comme il résulte de
I'exemple fourni ci-dessus (341) et de la proposition 5.
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9.4. LEMME. Soient a,b des entiers, a,b > 1. Alors 2° — 1 divise 2%° — 1.

PREUVE. Il suffit, dans I'identité 2° —1 = (z —1)(2*~' 4+ 272+ - - +1), de remplacer
x par 2% l

9.5. PROPOSITION. Sin est un nombre pseudopremier, alors m = 2"—1 [’est aussi.

PREUVE. Comme n est composé, m l'est aussi par le lemme précédent. Reste donc
a évaluer 2™~ modulo m.

Vu que 2" =1 (mod n), il existe k € N tel que 2"~! — 1 = kn. Donc
2m71 —1 = 22"72 —1 = 22kn -1

est un multiple entier de m = 2" — 1, par le lemme précédent. En d’autres termes :
2m=1 =1 (mod m). O

Il y a d’autres tests de primalité, comme suggéré ci-dessous.

9.6. Définition. Soit b un nombre entier, b > 2. Un nombre entier n > b + 1 est
pseudopremier pour la base b s’il n’est pas premier, si n et b sont premiers entre eux, et
si b1 =1 (mod n).

Par exemple, le nombre 341 est pseudopremier (= pseudopremier pour la base 2)
et n’est pas pseudopremier pour la base 3, ni pour la base 7. En revanche, 561 est
pseudopremier a la fois pour la base 2 et la base 3.

Pour toute base b, on sait montrer®® qu’il existe une infinité de nombre pseudopre-
miers pour la base b. Néanmoins, chaque valeur de b fournit un test tres sélectif pour
savoir si un nombre est premier ou non.

Il existe des nombres n > 3 non premiers tels que

b1 =1 (modn) pour tout entier b telque 1 < b < n;

ce sont les nombres de Carmichael. Les plus petits sont 561 = 3 x 11 x 17, 1105, 1729, ...; il en existe 1547 inférieurs a
1019.

Carmichael a conjecturé en 1912 et Alford-Granville-Pomerance ont montré en 1994 qu’il existe une infinité de
nombres de Carmichael.

9.7. Définition. Soit b un nombre entier, b > 2. Soit n un nombre entier, n > b; on écrit n — 1 = 25¢ avec s > 0
et t impair. On dit que n passe le test de Miller pour la base b si 'une des deux conditions suivantes est vérifiée :

b =1 (mod n),
il existe j € {0,...,s — 1} tel que vt =1 (mod n).
EXEMPLES. (i) Montrons que le nombre n = 341 ne passe pas le test de Miller pour la base b = 2. Le nombre n — 1
s’écrit 340 = 4 x 85, de sorte que s = 2 et t = 85.
D’une part, vu que 2'° =1 (mod 341), voir les calculs préliminaires, nous avons
2t = 285 = 25 = 3221 (mod 341).

D’autre part
ot

22t

32% —1 (mod 341)
=1024 = 3x341+1=1%—-1 (mod 341).

30 voir par exemple le théoréme 89 dans G.H. Hardy and E.M. Wright, An introduction to the theory of numbers,
fifth edition, Oxford University Press, 1979.
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Donc 341 ne passe pas le test de Miller, de sorte que 341 n’est pas un nombre premier. Cette preuve ne fournit en aucun
cas®! la décomposition 341 = 11 x 31!

(i) Montrons que le nombre n = 561 ne passe pas le test de Miller pour la base b = 2. Le nombre n — 1 s’écrit
560 = 16 x 35, de sorte que s =4 et t = 35.

Nous avons d’abord

216 — 65536 = 116 x 561 + 460 = 460 (mod 561)
232 = (460)2 = 377 x 561 + 103 = 103  (mod 561)
235 = 8 x 103 = 263 (mod 561)

et en particulier 2¢ = 235 £ 1 (mod 561). Nous avons ensuite
2t = 235 = 263 £ -1 (mod 561)
22t = (263)% = 123 x 561 4+ 166 = 166 # —1 (mod 561)

2
2215

(166)2

49 x 561+ 67 = 67 % —1 (mod 561)
92°t = (67)2 = 8x561+1=1%—1 (mod 561).

Donc 561 ne passe pas le test de Miller, de sorte que 561 n’est pas un nombre premier. Cette preuve ne fournit en aucun
cas la décomposition 561 = 3 x 11 x 17/

9.8. PROPOSITION. Soient b > 2 et n > b. Sin est premier, alors n passe le test de Miller pour la base b.
PREUVE. Voir par exemple le théoreme 5.8 dans le livre de Rosen déja cité. O

9.9. Test probabiliste de primalité, de Rabin. Soit n un entier. On choisit k£ entiers b1, ..., by inférieurs a n
et on applique le test de Miller pour chacune des bases b;. Si n est un nombre composé, la probabilité pour que n passe
ces k tests est inférieure a (i)’lC Par exemple, si k = 100, la probabilité pour qu’un nombre composé passe les 100 tests

est inférieure & 1060,

Si la «conjecture de Riemann généralisée » est vraie, alors tout nombre composé n échoue au test de Miller pour au

moins une base b < 70(logy n)?.

31 Au numéro 4.10, le théoréme de Wilson est déja un exemple de test de primalité ne fournissant aucune factorisation
pour les nombres composés. Au contraire du test de Miller, le «test de Wilson» n’est jamais appliqué dans la pratique a
cause du temps de calcul nécessaire, rédhibitoire.



CHAPITRE VIII

Polynémes

Les paragraphes suivants ont pour but de montrer que les propriétés et les algo-
rithmes de la divison euclidienne pour les entiers ont des analogues pour les polynomes
en une indéterminée a coefficients dans un corps. Nous ferons aussi des allusions a la
maniere dont on peut obtenir d’autres corps finis que les corps F, définis au § VIIL.4.

1. Définition de I’anneau K[X]

Soit K un corps. Par exemple : I'un des corps bien connus Q, R, C, F, (p premier),
ou un corps dont la définition apparait au paragraphe § VIII.4. Rappelons que, pour
tout entier n > 0, on désigne par K™ ’ensemble des suites (ay,...,a,) avec a; € K
(1 <i < mn), et quon consideére en général K" avec une structure convenable. (Le plus
souvent, il s’agit de la structure d’espace vectoriel sur K ; parfois, il s’agit seulement de
sa structure de groupe additif.)

1.1. Définitions. Un polynome a une indéterminée a coefficients dans K est une
suite infinie (a;);cy d’éléments de K telle quil existe un entier n € N pour lequel a; =
0V ¢ > n. On désigne par K[X] I’ensemble de tous les polynomes de ce type.

Le degré d'un polynome a = (a;);cy dont les coefficients a; ne sont pas tous nuls est
le plus grand entier n = deg(a) € N pour lequel a,, # 0. Le degré du polynoéme nul,
c’est-a-dire du polynome (a;);. pour lequel a; = 0V i € N, est le symbole —oo.

Nous adoptons la notation suivante, tout a fait courante [voir aussi le n° 5 ci-dessous] :
au lieu de (a;);oy, on écrit Y, ya; X", ou encore ag + a1 X + apX? + -+ + a, X" si
a; = 0V i > n. Ainsi, le degré du polynéome ag + a; X + as X2 + --- 4+ a, X" est n si
a, # 0.

Si P(X) = ag X%+ ag_1 X4+ -+ + ag est un polynome non nul de degré d, son
coefficient dominant est aq et son terme constant est ag. On dit que P(X) est unitaire si
son coefficient dominant est 1. (Certains auteurs utilisent « monique» pour « unitaire ».)

1.2. Définitions. Etant donné deux polynomes
a = (ai)iey € b= (ai)ey
dans K[X], on définit leur somme et leur produit par
a+b=(c)ey avec ¢ =a;+b VieN
ab = (dj),ey avec d; = agb; +arbi—1 +--- +a;by = Z ajby VieN.

j,keN
jk=i
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On vérifie que a + b et ab sont bien dans K[X], c’est-a-dire que ¢; = 0 et d; = 0 pour
tout ¢ assez grand. Plus précisément, on vérifie I’énoncé suivant.

1.3. PROPOSITION. Pour a,b € K[X], on a
deg(a + b) < max { deg(a),deg(b)}
deg(ab) = deg(a) + deg(b).

PREUVE. Cela résulte des définitions. On adopte les conventions max{—oo,n} =n
et n+ (—o00) = (—00) +n = —oo pour tout n € N. O

1.4. PROPOSITION. L’addition et la multiplication définies ci-dessus font de K[X]
un anneau commutatif dont lunité est le polynome (1,0,0,...).

PREUVE. Tout a fait élémentaire, mais fastidieuse. Explicitons par exemple une
étape pour la vérification de 1’associativité de la multiplication.

Soient a = (a;);cn, 0 = (bi);enys € = (Ci);ey trois polynomes dans K[X]. Pour tout
[ € N, les [-iemes termes de (ab)c et a(bc) sont respectivement

Z (abj)c, et Z a;(bjck),

i,j,kEN i,j,keN
(i+7)+k=1 i+(j+k)=l
et sont «donc» égaux, vu l'associativité de la multiplication dans le corps K. O

La formule de la proposition 1.3 pour le degré d’'un produit montre en particulier
que ab # 0 si a # 0 et b # 0. En d’autres termes, dans 'anneau K[X], le produit de deux
éléments non nuls est non nul.

1.5. Retour a la notation. L’élément zéro de I'anneau K[X] est la suite (0,0, ...)
dont tous les termes sont des zéros. (Distinguer 0 € K de 0 = (0,0,...) € K[X], malgré
I'abus de notation. «II faudrait» écrire Ox et Og[x], mais personne n’est assez puriste
pour s’infliger cette lourdeur de notation!) L’élément 1 de anneau K[X]| est la suite

(1,0,0,...).

Plus généralement, a tout a € K correspond un polynéme (a,0,0,...) dont le pre-
mier terme vaut a et tous les suivants 0, et 'application a — (a,0,0,...) est un ho-
momorphisme injectif de 'anneau K dans 'anneau K[X]; son image est ’ensemble des
polynomes de degrés < 0. Désormais, on identifie K a un sous-ensemble de K[X] grdice
a cette bijection. L’ensemble des polynomes de degré 0 est ainsi identifié a K* = K\ {0}.

On définit le polynome
X = (0,1,0,0,0,...)
avec un seul terme non nul. La définition de la multiplication montre que
X? = (0,0,1,0,0,0,...)
X3 =(0,0,0,1,0,0,...)
X* =1(0,0,0,0,1,0,...)
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et ainsi de suite. Pour ag, ay, as, as, ... € K (avec a; = 0 pour i assez grand), on a donc
ap+ay X +ayX? +--- = (a,0,0,0,...) + (0,a,0,0,...) + (0,0,a2,0,...) + ---
= (ag,a,az,...),
ce qui justifie la notation usuelle, a laquelle il a déja été fait allusion.
On écrit donc indifféremment
n n
P =) ¢X €KX ou PX)=)» aX €K[X]
=0 =0
pour un polynome de degré au plus n.
REMARQUES. (i) Il ne faut surtout pas considérer X comme représentant un «élément
variable» de K.

D’abord parce que, par exemple dans [F,,[X], il faut soigneusement distinguer le poly-
nome X”, de degré p, du polynoéme X, de degré 1, méme si z” = x pour tout z € F, !

Ensuite parce qu’il est naturel, utile et fréquent d’évaluer un polynoéme de K[X] sur
un élément qui n’est pas dans K!

Premier exemple. Le polynome X2 + 1, qui est dans R[X], peut fort bien étre évalué
en I’élément 7 € C, ce qui donne 2 +1 =0 ¢ C.

Second exemple. Le méme polyndéme X2 + 1 peut étre évalué sur une matrice, par

110 221
exemple sur J = | 0 1 1|, ce qui donne J2+1= [0 2 2 |. En revanche, si P(X) €
001 002

R[X] désigne le polynome (X —1)3 = X3 — 3X? + 3X — 1, un calcul simple ' montre
que I'évaluation de P(X) en J est la matrice nulle : P(J) = 0.

(ii) Une premiere variation sur ce qui précede consiste a définir 'anneau des suites
a = (a;);en avec a; € K pour tout i € N (en permettant a une infinité de a; d’étre non
nuls). On obtient ainsi I'anneau des séries formelles a une indéterminée et a coefficients
dans K ; nous ne 1’étudierons pas dans ce cours.

Une seconde variation consiste a définir I’anneau des «suites doubles» a = (am-)ij N
avec a; ; = 0 pour ¢ ou j assez grand. On obtient ainsi I’anneau des polynomes a DEUX

indéterminées et a coefficients dans K, anneau noté souvent K[.X, Y], avec des éléments
g XYY
notés >, oo ai; XY

Une troisieme variation consiste a remplacer le corps K par un anneau, par exemple
par Z. Nous y revenons plus bas au § VIIL.5. Exercice : imaginer d’autres variations.
[Une indication : séries convergentes. |

(iii) Il existe des «corps non commutatifs», par exemple le corps des quaternions
de Hamilton. En revanche, dans ce chapitre (et le précédent), tous les corps sont com-
mutatifs.

L Ceci nlest pas un hasard, mais l'illustration du théoréme de Cayley-Hamilton. En effet (X — 1)3 est le polynéme
caractéristique de la matrice J, et le théoréme affirme que le polynéme d’une matrice carrée a coefficients dans un corps,
évalué en la matrice elle-méme, est la matrice nulle.
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1.6. Applications polynomiales. Pour un corps K, I’ensemble Appl(K) des ap-
plications de K dans K est un anneau pour les opérations définies par

(6 + ¢)(x) = o(z) + (@) VzeK
(0¥)(z) = ¢(@)dp(z) VaweK
pour tous ¢, 9 € Appl(K). L’application naturelle

{ K[X] — Appl(K)
IT :

Zanj — <x — Zajxj>

(IT est un « pi» majuscule) est un homomorphisme d’anneaux. (Exercice : vérifier ces af-
firmations.) Par définition, une application polynomiale est une application dans I'image
de 'homomorphisme II.

1.7. Injectivité de II. SiK est un corps fini, disons a ¢ éléments, I’homomorphisme
IT du 1.6 n’est pas injectif. En effet, 'anneau K[X] est un espace vectoriel sur K de
dimension infinie, et en particulier un ensemble infini, alors que Appl(K) est un anneau
fini & g7 éléments. (EXERCICE : ’ensemble Appl(K) a une structure naturelle d’espace
vectoriel sur K; vérifier que sa dimension est q.)

Si K est un corps infini, il résulte de la proposition 3.3 ci-dessous («un polynome de
degré d > 0 a au plus d racines» ) que ’lhomomorphisme naturel de K[X] dans Appl(K)
est injectif. (C’est par exemple «évident» dans le cas ou K est le corps des nombres
réels.)

1.8. Surjectivité de II. Soit K un corps. Soit N > 1 un entier; notons PZ le
sous-espace de K[X] des polynomes de degrés au plus N ; c’est un espace vectoriel de
dimension N + 1, avec base {1, X, X2, ..., XV}.

Supposons que K contienne N + 1 éléments xg, x1,...,xy distincts deux a deux.
Pour tout j € {0,1,..., N}, posons
X — T
rX)= 11 :

r;, — X
0<k<Nk£j 1 Tk

qui est un élément de Py . La définition implique que P;(zy) = 1si k = j et P;(z)) = 0 si-
non. [Bien que ce soit inutile pour la suite de ce numéro, on peut noter que Py, Py, ..., Py
sont linéairement indépendants, et constituent donc une base de PY ]

On peut utiliser ces polynomes pour montrer le résultat suivant :
lorsque le corps K est fini, I’lhomomorphisme Il du 1.6 est surjectif.

En effet, soit ¢ € Appl(K) une application de K dans K. Soit N I'entier tel que K soit
d’ordre N + 1, soit g, ..., xy une énumération des éléments de K, et soient Fy, ..., Py
comme ci-dessus. Si on pose

Py(X) = ) d(@)Pu(X) € Py,
0<k<N
on vérifier que Py(z;) = 1(x;) pour tout j € {0,..., N}, c’est-a-dire que I[I(P(X)) = .

On sait bien que, si K = R, application IT n’est pas surjective (par exemple parce
qu’une application non continue de R dans R n’est pas polynomiale). Plus généralement,
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si K est un corps infini, il résulte a nouveau de la proposition 3.4 ci-dessous que 'homo-
morphisme naturel de K[X] dans Appl(K) n’est pas surjectif, puisqu’une application de
K dans K non nulle en exactement un point n’est pas dans I'image de II.

Résumé des deux numéros précédents. Les trois assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) le corps K est fini,
(ii) D'application II est surjective,

(iii) Papplication II n’est pas injective.

Exercices du § VIII.1

(VIIL.1) Soit K un corps fini, & ¢ éléments. On considere le polynome

G(X) = [[(X - ).
zeK
(i) Ecrire G(X) lorsque K=TF,, et p <T.

(ii) Déterminer le degré d de G(X), le coefficient de son terme de degré d et son
terme constant.

(iii) Pour tout y € K, soit G, (X) le quotient de G(X) par X —y. Que pouvez-vous
dire des valeurs de G, aux différents points de K?

(iv)* Lorsque K = F,, déterminer le coefficient du terme de degré d — 1 de G(X).

2. Division des polynomes

Dans tout ce paragraphe, K désigne un corps et K[X| 'anneau de polynémes défini
au paragraphe précédent.

2.1. THEOREME (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient F, P € K[X] tels que P # 0. Il
existe alors deux polynomes Q, R € K[X] tels que

F =PQ+R et deg(R) < deg(P).

De plus ) et R sont univoquement déterminés par ces conditions.

PREUVE. On pose f = deg(F) et p = deg(P). [Ne pas croire que p est ici un nombre
premier ||

Existence. Montrons d’abord 'existence de @) et R lorsque f < 0. Si F' =0, on pose
Q =R =0.5 f =0, cest-a-dire si F' est un élément non nul du corps K, on pose
Q=0et R=Psip>0,et Q= (P)'Fet R=0sip=0.

On procede ensuite par récurrence sur f, en supposant f > 1 et I'existence démontrée
pour tous les couples de polynémes (F”, P’) tels que deg(F’) < f. On pose

F:anf—l—---+a1X—|—a0 avec ay # 0
P =b,XP+---+b0X + b avec b, # 0.
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On distingue & nouveau deux cas. (i) Si f < p, on pose @ =0et R = F. (ii) Si f > p,
alors

F—ZX0P = (X +apa X! o) = 2L (X 4 b, X )
p p

= aaXT ) =0 X

p

est de degré strictement inférieur a f; on peut donc appliquer I'hypothese de récurrence
au couple (F — Z—fX f-rp P), et par suite il existe des polynémes ', R tels que
D

F- %Xf—pp = PQ +R et deg(R) < deg(P).

p
On a donc aussi

F=P (%Xfp - Q’) + R et deg(R) < deg(P)
p

et il suffit de poser Q) = Z—;‘Xf*p + Q.

Unicité. Supposons qu’on puisse écrire
F =PQ+R=PQ+R avec deg(R)<deg(P) et deg(R) < deg(P).
Si on avait @ # @', on aurait P(Q — Q') = R’ — R, ce qui est absurde car
deg(P(Q = Q) = deg(P) et deg(R' —R) < deg(P)
par la proposition 1.3. Donc Q' = @, et par suite aussi R = R. U

EXERCICE. Identifier dans le preuve ci-dessus le passage ot il est important que K
soit un corps (et non pas, par exemple, 'anneau 7).

EXEMPLE. SiK=T;3, F= X3+ X2+ 2et P=2X?+ X, alors
X4+ X242 =(2X°+X)(2X +1) + (2X +2)
de sorte que Q =2X +1et R=2X + 2.
2.2. Définition. Soit A un anneau commutatif. Un idéal de A est une partie non
vide Z de A telle que, pour tous a,b € Zet x € A,onaa+beZ et ar el

Un idéal Z de A est principal s’il existe un élément a € A tel que Z = aA. Dans ce
cas, on écrit souvent (a) au lieu de aA.

Etant donné des éléments aq,...,a, € A et des sous-ensembles Si,...,S5, C A,
on note a1.5; + --- + a,95, le sous-ensemble de A constitué des éléments de la forme
a181+ - -+ a,S,, avec s1 € S1, ..., 8, € S,. Il est évident qu'un sous-ensemble de A de
la forme

[ =g A+ +a,A
est un idéal dans A.

RAPPEL (proposition 1.13 du chapitre précédent) : tout idéal de Z est principal.
Ainsi, par exemple :
A7+ 67 = 27

(sic).
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2.3. PROPOSITION. Si K est un corps, tout idéal de ’anneau de polynomes K[X]
est principal.

PREUVE. Soit Z un idéal de K[X]. Si Z = {0}, il n’y a rien & montrer.

Sinon, on choisit D € Z, D # 0, avec deg(D) minimal (c¢’est-a-dire deg(D) < deg(F)
pour tout F' € Z, F' # 0). Soit alors F' € Z, ' # 0. On écrit ' = DQ + R comme
au théoreme 1. Comme R € 7 et deg(R) < deg(D), il résulte de la définition de D
que R = 0. On en déduit que F € DK[X]; en d’autres termes, Z est contenu dans
I'idéal principal défini par D, ce qu’il fallait montrer. [Comparer avec la preuve de la
proposition 1.13 du chapitre précédent.] ([l

2.4. Définition. Un anneau commutatif A est integre s’il contient au moins deux
éléments et si ab # 0 pour toute paire (a,b) € A* d’éléments non nuls.

Par exemple, Z est integre, et tout corps est integre ; il résulte de la proposition 1.3
que tout anneau de polynomes a une indéterminéee sur un corps est integre. En revanche,
Z/nZ n’est pas integre lorsque U'entier n > 2 n’est pas premier.

2.5. PROPOSITION. Soient A un anneau commutatif intégre et dy,dy deux éléments
non nuls de A. Pour que diA = do A, il faut et il suffit qu’il existe un élément inversible
u € A tel que dy = dyu.

PREUVE. Comme dy € dyA, on a aussi dy € di A, et il existe donc u € A tel que
dy = dyu. De méme il existe v € A tel que d; = dyv. Par suite dy(1 — vu) = 0. Comme
dy # 0 et comme A est integre, I’élément u est inversible (d’inverse v). 0

RAPPEL. Dans 'anneau Z, les éléments inversibles sont 1 et —1.
REMARQUE. Si K est un corps, les éléments inversibles de ’anneau de polynomes

K[X] sont les constantes non nulles.

PREUVE. Cela résulte immédiatement le la proposition 1.3. U

2.6. Idéaux principaux de K|X] (précision a la proposition 2.3). Il résulte de
ce qui précéde que tout idéal principal 1 # {0} de K[X] s’écrit d’une seule maniére
I = P(X)K[X] avec P(X) un polynéme unitaire.

2.7. PROPOSITION. Soient K un corps et Pi(X),..., P,(X) € K[X] des polynomes
non tous nuls; soit D(X) € K[X] un polynome* tel que
P X)K[X] + -+ Po(X)K[X] = D(X)K[X]. ()

Alors les diviseurs de D(X) sont les diviseurs communs des P1(X), ..., P,(X). En par-
ticulier, pour tout diviseur commun D'(X) des Pi(X),..., P, (X), on a

deg(D') < deg(D),
avec €galité si et seulement s’il existe a € K* tel que D'(X) = aD(X).

2Un tel polynoéme existe en vertu de la proposition 2.3.
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PREUVE. L’égalité (x), qui est une égalité entre sous-ensembles de K[X], implique
d'une part que, pour tout j € {1,...,n}, il existe Q;(X) € K[X| tel que P;(X) =
D(X)Q;(X); il en résulte que tout diviseur de D(X) est un diviseur commun des P;(X).

La méme égalité implique d’autre part qu'il existe des polynomes R;(X), ..., R,(X)
tels que D(X) = P(X)R(X) + -+ + Po(X)R,(X); il en résulte que tout diviseur
commun aux P;(X) est un diviseur de D(X). O

2.8. Définitions. Soit K un corps. Un plus grand commun diviseur ou pged de
polynémes non tous nuls P(X),..., P,(X) € K[X] est un polynéme D(X) tel que

P(X)K[X]+ -+ P,(X)K[X] = D(X)K[X]. (%)

Vu ce qui précede, un tel polynome existe toujours, est déterminé a multiplication pres
par une constante non nulle, et son degré est le maximum des degrés des diviseurs
communs aux P;(X).

Par abus de langage, on dit parfois que D(X) est «le»pged des P;(X). Notons encore
qu’il existe un unique polynéme unitaire satisfaisant ().

On dit que des polynémes non tous nuls P;(X),..., P,(X) € K[X] sont premiers
entre euz si leurs seuls diviseurs communs sont les constantes non nulles (c’est-a-dire
les éléments de K*). Vu ce qui précede, des polynémes non tous nuls Py (X),. .., P,(X)
sont premiers entre eux si et seulement si leurs pged sont les constantes non nulles.

Par exemple, pour a,b € K tels que a # b, les polynomes X — a et X — b sont
premiers entre eux.

2.9. Théoreme de Bézout. Comme cas particulier de ce qui précede, nous avons
le

THEOREME. Pour que deuz polynomes Pi(X), Py(X) € K[X] soient premiers entre
euz (= n'aient pas d’autres diviseurs communs que les polyndmes constants non nuls),

il faut et il suffit qu’il eziste Q1(X), Q2(X) € K[X] tels que
Pi(X)Q1(X) + P(X)Q2(X) = 1.

Plus généralement, pour que des polynomes Py,..., P, € K[X] non tous nuls soient
premiers entre eux, il faut et il suffit qu’il existe Q1,...,Q, € K[X] tels que

PLX)Qu(X) + - + Pu(X)Qu(X) = 1,

2.10. COROLLAIRE. Soient Py(X), Po(X), P3(X) € K[X] des polynomes tels que
Pi(X) et Po(X) soient premiers entre eux. Si Pi(X) divise Py(X)P3(X), alors Py(X)
divise P3(X).

PREUVE (identique a celle de la proposition 1.10 du chapitre précédent). Par hy-
pothese, il existe Q1(X), Q2(X) € K[X] tels que P(X)Q1(X) + P(X)Q2(X) = 1. Par
suite

Py (X) P5(X)Q1(X) + P (X) P3(X)Q2(X) = P3(X).

Le polynoéme P;(X) divise alors les deux produits du terme de gauche; il divise donc
aussi le terme de droite P3(X). O
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2.11. Algorithme d’Euclide pour le calcul du pgcd de deux polynoémes
Dy(X), Dy(X) tels que deg(D;(X)) > deg(D2(X)) > 0. L’enoncé détaillé est laissé au
lecteur (parallele en tout point a celui du § VIL.1).

EXEMPLES. (i) Dans R[X], les polynomes X?+1 et X?+3X + 2 sont premiers entre

eux, et on a
8 3 1

(X2+1) (%)Hl—o) — <X2+3X+2) (1—0X—1—0> ~ 1 (%)

(i) Les polynomes X3+6X?—7 et X®—4X + 3 ne sont pas premiers entre eux car
les fonctions polynomiales associées s’annulent toutes deux en x = 1. (Ceci vaut aussi
bien dans Q[X]| que dans FF,[X], pour tout nombre premier p.)

(iii) Attention : les polynomes X? +5 et X2+ 4X + 3 sont premiers entre eux dans
QIX], car

(X*+5) <£+ k

o ﬁ>—(X2+4X+3)<£+1)=1 ()

21 42
mais pas dans F;[X]|, car
X245 = (X+3)(X+4) et X 44X +3 = (X +3)(X+1).

Noter que le «5» de X2+5 € Q[X] n’est pas égal au «5» de X%+5 € F;[X], ce dernier
étant un abus de notation pour I'élément de F7; = Z/7Z noté ailleurs [5]7.

EXERCICE. retrouver les identités (%) et (x*) en appliquant 1'algorithme d’Euclide.

Exercices du § VIII.2
(VIIL.2) On considere les polynomes Py (X) = (X — 1)? et P5(X) = X? dans Q[X].
(i) Expliciter les quotients 2, Qs et les restes Ps, Py des divisions euclidiennes
Py = PQqy+ P3 et P = P3Q3 + Py
[Indication : Py(X) = 3.] ]
(ii) En déduire la forme explicite de polynomes T7,T; € Q[X] tels que

(VIIL.3) Soient K un corps, P(X), Q(X) deux polynomes non nuls a coefficients dans
K, et (P(X)),(Q(X)) C K[X] les idéaux principaux correspondants.

Montrer que (P(X)) C (Q(X)) si et seulement si Q(X) divise P(X).

(VIIT.4) Soient K un corps et n un élément de K. Montrer qu’il existe un unique
homomorphisme d’anneaux ® : K[X] — K tel que ®(X) = n et ®(£) = £ pour tout
¢ € K, et que cet homomorphisme est donné par ®(P(X)) = P(n).

(VIIL.5) Montrer que les quatre anneaux Z/4Z, Z./27 x 7./]27, Fo[X]/(X?* + X + 1)
et Fy[X]/(X?) sont non-isomorphes deux & deux.
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3. Racines des polynémes a une indéterminée

Aux paragraphes § VIIL.3 et § VIII.4, on désigne par K un corps et par K[X| I'anneau
des polynomes a une indéterminéee a coefficients dans K.

3.1. Définition. Soit P(X) = Z;;O a; X7 un polynome dans K[X]; pour ¢ € K, on
pose’ P(c) = Y7 a;c/. On dit que ¢ € K est une racine ou un zéro de P si P(c) = 0.

3.2. PROPOSITION. Soient P(X) € K[X] et c € K. Alors ¢ est une racine de P si
et seulement si (X —c) | P(X).

SCHEMA DE LA PREUVE. Un sens est évident. Pour lautre, écrire d’abord le résultat
P = (X —c)Q+ R de la division euclidienne, ot R est un polynéme constant ; on constate
que, si ¢ est une racine de P, alors R = 0. U

EXEMPLES. (i) Lorsque K = C, le nombre complexe i est une racine du polynéme
X241, et

X2 +1 = (X+i)(X —1i) € C[X].

(ii) Lorsque K = Fy, le nombre 1 est une racine du polynome X3 + X2+ X + 1, et
X4 X2+ X +1 = (X+1) € Fy[X].

Tout polynome de R[X]| de degré impair possede une racine : c’est une conséquence

presqu’immédiate du théoreme de la valeur intermédiaire?

3.3. PROPOSITION. Un polynome P(X) € K[X] de degré d > 0 a au plus d racines
dans K.

PREUVE. La proposition étant évidente pour d = 0, on suppose que d > 0 et que
la proposition est vraie jusqu'a d — 1. Soit P(X) € K[X] un polynéme de degré d. Si
P(X) n’a aucune racine, il n’y a rien a montrer. Si P(X) possede une racine ¢ € K il
existe un polynome Q(X) de degré d — 1 tel que P(X) = (X — ¢)Q(X), de sorte que
I'ensemble des racines de P(X) est égal a la réunion de {c} et de I'ensemble des racines
de Q(X). Par suite P(X) possede au plus 1+ (d — 1) = d racines. O

3 Avec une notation du numéro 1.6, le nombre P(c) de K est la valeur en ¢ de I’application polynomiale II(P).
4 Détails. Soit P un tel polynéme ; pour un nombre réel ¢t assez grand, le signe de P(t) est égal au signe du coefficient
dominant de P, alors que le signe de P(—t) est opposé. Il existe donc u €] — ¢, [ tel que P(u) = 0.
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3.4. THEOREME. Soit K un corps fini.

Le groupe multiplicatif K* des éléments non nuls de K est cyclique. De plus, si q est
Pordre de K, le groupe K* possede ¢(q — 1) générateurs

PREUVE. Montrons plus généralement que, pour tout corps K, tout sous-groupe fini G de K* est cyclique ; autrement
dit (voir la au numéro 5.9 la définition de «groupe cyclique fini» ), pour tout sous-groupe G de K* d’ordre n fini, il existe
un élément ¢ € G tel que G = {1 = 0, ¢,c?,...,c" 1}. (Attention : pour G donné d’ordre n > 3, il y a plusieurs choix
possibles de ¢!) Ensuite, dans le cas ou K est fini, il suffit de particulariser & G = K*.

Pour tout diviseur d de n, notons ¢ (d) le nombre des éléments de G qui sont d’ordre d.

Soit d un diviseur de n tel que ¥(d) > 0, donc tel qu’il existe a € G d’ordre d. Montrons que ¥ (d) = ¢(d), ou
¢ désigne la fonction d’Euler. Par hypothése, a® = 1,a,a2,...,a% ! sont des éléments distincts de G, et sont tous des
racines du polynéme X% —1. La proposition précédente montre que ce polynéme n’a pas d’autre racine. Donc tout élément
b € K* tel que b® = 1 est une puissance de a. Il résulte alors de I'exercice (VIL.47) qu’il y a exactement o(d) éléments
d’ordre d dans K*, et que ces élémenhts sont d’ailleurs tous dans G.

Montrons que ¥(d) > 0 pour tout diviseur d de n. Si ce n’était pas vrai, le décompte des éléments de G donnerait

n=>Y ¢ = Y Wwd= ) ¢d<y ¢d=n
dln d|n dln dln
% (d)>0 P(d)>0
(la derniere égalité par la proposition 5.6(ii)), ce qui est absurde.

En particulier, il existe ¢(n) > 1 éléments de G qui sont d’ordre n, et G est un groupe cyclique. (Nous avons de plus
montré que, dés que G poss‘ede un élément d’un certain ordre, tout élément de K* de méme ordre est dans G.) O

11 existe des corps fini d’ordres arbitrairement grands, par exemple Z/pZ pour p un «grand » nombre premier ou un
corps d’ordre 2% pour a un «grand» nombre entier. Soient K un tel corps et ¢ un générateur de K*. L’application

E:{0,1,...,2 -2} =~ Z/(2° —1)Z — K* k+— c*
est une bijection, et posséde donc un inverse
D:K* — {0,1,...,2* — 2}
qui est un «analogue discret de lapplication logarithme» . Il se trouve que le calcul de D(z) pour z € K* est beaucoup
plus difficile (au moins avec les connaissances actuelles) que le calcul de E(k) pour k € {0,1,...,2% — 2} (voir le § VILT).

Cette asymétrie est I'ingrédient de base de certains codes a clé publique (voir par exemple le § 7.4 du livre de Buchmann

déja cité).

4. Polynoémes irréductibles et quotients K[X|/(P) qui sont des corps

4.1. Définition. Un polynome P € K[X] est irréductible si deg(P) > 1 et si, pour
toute paire Pj, P, € K[X]| telle que P = P P,, 'un des polynémes P;, P, est constant.

Soient P € K[X] et a € K, a # 0. Alors P est irréductible dans K[X] si et seulement
si aP lDest. Pour tester si P est irréductible, il est souvent pratique de se ramenr (si
nécessaire) au cas du polynome unitaire P/ag, ol aq est le coefficient dominant de P.

EXEMPLES. (i) Tout polynome de degré 1.

(i) X?+1 € R[X]. Plus généralement, aX? +bX + ¢ € R[X] est irréductible si et
seulement si b* — 4ac < 0. En revanche, X2 + 1 est réductible dans C[X]! En fait, un
polynome de C[X] est irréductible si et seulement s’il est de degré un.
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(iii) Dans Fo[X], le polynéme X2+ X +1 est irréductible. Une maniere de le vérifier
est d’écrire la liste des polynomes de degré 1 dans o[ X] et la liste des produits de deux
d’entre eux® et de constater que X2 + X + 1 n’apparait pas dans la seconde liste.

L’argument montre davantage, a savoir que, dans Fo[X], il existe un unique polynéme
irréductible de degré 2, qui est X? + X + 1.

Il faut des moyens plus élaborés pour vérifier par exemple que X2 + X3 4+ 1 ou
X100+ X254+ 1 sont des polynémes irréductibles dans Fy[ X].

(iv) Dans Fo[X], le polynome X* 4+ X? + X2 + X + 1 est irréductible. En effet, il
n’est divisible par aucun polynome de degré 1, car il n’a pas de racine, ni par 'unique
polynome irréductible de degré 2, car X*+ X? 4+ X2+ X +1 = X*( X2+ X +1)+(X +1).

(v) Un polynéme réductible P de degré d > 2 s’écrit P = P, P,, avec Py, P, de
degrés di,ds > 1, et d = dy + dy. 1l en résulte qu'un polynome de degré 2 ou 3 est
irréductible si et seulement s’il n’a pas de racine. En revanche, il existe des polynomes
de degré > 4 sans racine qui sont réductibles, par exemple (X2 4 1)" dans R[X] pour
tout n > 2.

Bien qu'’il soit en général difficile de décider si un polynome donné est irréductible,
il existe plusieurs criteres s’appliquant dans diverses situations. Dans ce cours, nous n’en
utiliserons que trois :

e le critere des listes completes, qui s’applique si 'ordre du corps K et le degré du
polynome sont petits (exemples (iii) et (iv) ci-dessus);

e le critere des racines, qui s’applique si le degré du polynéme est 2 ou 3 (exemple
(v) ci-dessus) ;

e le critere d’Eisenstein du § VIIL.5 pour les polynomes a coefficients dans Q.

EXERCICE. Montrer que tout polynéme irréductible de R[X] est de degré 1 ou 2.
[Utiliser le fait que tout polynéme a coefficients réels de degré au moins 1 possede des
racines complexes. |

Les polynome irréductibles jouent en un sens le méme role dans K[X] que les nombres
premiers dans Z. En particulier, on a un analogue de la factorisation en nombres pre-
miers.

4.2. THEOREME (existence et unicité de la factorisation). Tout polynéme non nul
P € K[X] est produit de polynomes irréductibles, uniquement déterminés a l'ordre prés
et a des constantes multiplicatives de K* pres.

REMARQUE (& propos de 'énoncé). Dans le cas ou P est de degré zéro, le théoreme
dit que P est a une constante multiplicative pres «le produit vide» de polynomes
irréductibles (produit vide qui vaut 1).

PREUVE DE L’EXISTENCE. Si P est de degré un, il n’y a rien a montrer. On procede
ensuite par récurrence sur le degré de P, comme pour la preuve du théoreme 2.2 du
chapitre précédent (factorisation des entiers en produit de nombres premiers). O

511 y a exactement deux polyndmes de degré 1, a savoir X et X + 1, et par suite trois éléments dans la seconde liste,
asavoir X2, X(X +1) = X2+ X et (X +1)2 = X2 + 1.
6De méme qu’il est difficile de décider si un nombre entier est premier !
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PREUVE DE L'UNICITE. On utilise le corollaire 2.10, et on proceéde & nouveau comme
pour la preuve du théoreme 2.2 (voir aussi le lemme 2.3) du chapitre précédent. 0

Voici un énoncé équivalent.

4.3. THEOREME (existence et unicité de la factorisation). Pour tout polynome non
nul P € K[X], il existe des polynémes irréductibles Py, ..., Py a coefficients dominants
1 tels que P = c]_[f:1 P;, ou c € K* est le coefficient dominant de P. De plus les P;
sont uniwoquement détermineés pas P, a [’ordre pres.

4.4. Définitions (voir § VIL.3 et § VIL.4). Soit A un anneau commutatif et Z
un idéal de A. On définit une relation d’équivalence «= (mod Z)» sur A en posant

r=y (modZ) si z—y € T.

Les classes d’équivalence forment un ensemble qu’on appelle ’ensemble quotient et qu’on
note A/Z. On vérifie que, pour z,2’,y,y' € A avec x = 2’ (mod Z) et y = ¢/ (mod I)
onaz+y=a+y (modZ)etzy =2y (modZ). Il en résulte d’abord qu’'on peut
définir une addition et une multiplication sur A/Z en posant

7+ Wyl = [z +ylz
]z Y]z = [zylz

pour tous x,y € A, ou [x]7 désigne la classe de x dans A/Z. Il en résulte ensuite que ces
opérations font de A/Z un anneau commutatif, qui est l’anneau quotient de A par Z.

Les définitions et les vérifications sont en tout point analogues a celles menant a un
anneau du type Z/aZ, aussi noté Z/(a), des classes d’entiers modulo un entier a.

4.5. Exemple fondamental : I’anneau K[X]/(P), quotient de K[X] par 1’idéal
principal (P) = PK[X]. En plus de sa structure d’anneau, l'ensemble K[X]/(P)
possede une structure naturelle d’espace vectoriel sur K, de dimension égale au degré de
P. Plus précisément :

4.6. PROPOSITION. Soit P € K[X]| un polynome de degré d > 1, et soit E le sous-
espace vectoriel de K[ X] des polynomes de degrés strictement inférieurs a d.

La composition de l'injection E — K[X] et de la projection canonique K[ X]| —
K[X]/(P) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels de E sur K[ X]/(P).

En particulier, si K est fini, d’ordre q, alors K[X]/(P) est fini, d’ordre q°.

PREUVE. C’est une conséquence immédiate des propriétés de la division euclidienne.

O

A chaque classe modulo (P), c’est-a-dire a chaque élément de K[X|/(P), on associe
son représentant canonique dans K[X] qui est 'unique polynéme dans cette classe de
degré strictement inférieur a celui de P(X).
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ExEMPLE. Calculons le polynome de degré < 2 qui définit dans F;[X]/(X? + 1) la
méme classe que (X2 +2)(X? +5). On a

(X?+2)(X?+5) = X' +3 = X(X*+1)+6X +3
de sorte que le polynome cherché est 6 X + 3. En d’autres termes :

(X?4+2)(X*+5) = 6X +3 (mod X°+1).

4.7. LEMME. Soient K un corps et P € K[X] un polynome de degré au moins 1.
Soit F un polynome dans K[ X]; pour que la classe de F soit inversible dans K[X]/(P),
il faut et il suffit que F' et P soient premiers entre eux.

PREUVE. C’est une conséquence presqu’immeédiate du théoreme 2.9, ou théoreme de
Bézout pour les polynomes. Voir la preuve du lemme 4.6 du chapitre précédent. U

4.8. THEOREME. L’anneau quotient K[X]/(P) est un corps si et seulement si le
polynome P est irréductible.

PREUVE. C’est une conséquence immédiate du lemme 4.7. Voir la preuve du théo-
reme 4.7 du chapitre précédent (qui dit que, pour d > 1, 'anneau Z/(d) est un corps si
et seulement si d est premier). O

EXEMPLES. (i) Le quotient R[X]/(X? + 1) est isomorphe au corps C, avec =X les
deux racines carrées de —1. Plus précisément, le morphisme d’anneaux

RIX] 3 ) X' +— Y api* € C
k>0 k>0

s’annule sur tous les polynomes de I'idéal (X?+1) et définit un isomorphisme du quotient
de R[X] par I'idéal (X2 + 1) avec le corps C. (Il en est de méme de I'application définie

par Zkzo ap X" — Zkzo ar(—1)*.)

Attention : pour tout autre polynome P(X) = aX? + bX + ¢ € R[X] tel que
b*> — 4ac < 0, c’est-a-dire pour tout autre polynome irréductible de degré 2 dans R[X],
on peut montrer que le quotient R[X|/(P(X)) est aussi isomorphe a C!

(ii) Le quotient Q[X]/(X? —5) est isomorphe au corps Q(v/5) = {a+bv5 | a,b €
Q}; c’est un exemple de corps déja évoqué a 'exercice (VIL.35).

Plus précisément et comme plus haut, le morphisme d’anneaux
QX] 3 > aXt — > a(VE)F € Q(V5)
k>0 k>0

s’annule sur tous les polynomes de 'idéal (X?—5) et définit un isomorphisme du quotient

de Q[X] par l'idéal (X? — 5) avec le corps Q(v/5).
(iii) Le quotient Fy[X]/(X? + X + 1) est un corps a 4 éléments.

(iv) Si P(X) est un polynéme de degré 1, le corps K[X]|/(P(X)) s’identifie & K
(voir la proposition 4.6).
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Exercices du § VIII.4

(VIIL.6) Pour chacune des quatre données ci-dessous consistant en un anneau A, un
élément a € A déterminant un idéal principal (a), et deux éléments b, c € A, décider si
b et ¢ sont congrus modulo (a); répondre simplement «oui» ou «non ».

(i) A=7Z,a=11,b=82224, c=11

i) A=F)X,a=X*+X+1,b=X,c=X?

) A=Fy[X],a=X*+X+1,b=X,c=X?+1
iv) A=Q[X], a=X?+X+1,b=X,c=X>+1.

(VIIL.7) Soit P € Fo[X] un polynome de la liste ci-dessous, et n son degré. Déterminer
dans chaque cas le plus petit entier d > 1 tel que X? = 1 (mod P), ainsi que des
polynomes Ry, ..., Ry de degrés < n tels que X/ = R; (mod P) pour j € {1,...,d}.

(i) P = X%+ X +1. [Noter que Fy[X]/(P) est un corps a 4 éléments. Les R; sont
X, X 4+ 1, 1, ce qui confirme que le groupe des éléments non nuls de ce corps est un
groupe cyclique d’ordre 3.]

(ii) P = X?+ X?+ 1. [Noter que F5[X]/(P) est un corps & 8 éléments. Les R;
sont X, X2, X241, X2+ X +1, X+1, X?+ X, 1, ce qui confirme que le groupe
des éléments non nuls de ce corps est un groupe cyclique d’ordre 7.]

(iii) P = X*+ X?® + 1. [On trouve un corps a 16 éléments, dont les éléments non
nuls constituent un groupe multiplicatif qui est cyclique d’ordre 15.]

(iv) P=X*+ X3+ X2+ X +1. [l s’agit de nouveau d'un corps a 16 éléments, en
fait «du» corps a 16 éléments (voir plus bas). Cette fois, la classe £ de X vérifie £° = 1,
et en particulier n’engendre pas le groupe multiplicatif des éléments non nuls; mais on
vérifie facilement que la classe de X? + X est d’ordre 15 dans ce groupe.]

(VIIL.8) Soit P(X) € Q[X] un polynome de la forme
P(X) = X 4+ kX 4+ kg X + kg,

ou les coefficients k1, ..., k; sont dans Z.

(i) Montrer que toute racine ¢ € Q de P(X) est un entier.

[Indication : écrire ¢ = § avec a,b € Z premiers entre eux, et constater que, si [b| > 2,
on ne peut avoir a la fois P(c) =0 et a Z 0 (mod b). |

(i) Montrer que, pour tout entier a > 2, le polynome X2+ 2X + 1 est irréductible
dans Q[X| en montrant qu’il n’a aucune racine dans Q.

[Indication : considérer P(n) pour n € Z, d’abord lorsque |n| < 1 et ensuite lorsque
n| > 2.]

(iii) Montrer que, dans Q[X], le polynome X? + 3X + 1 est irréductible.
[Indication : n®+3n+1% 0 (mod 2) pour tout n € Z. |
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Soient K un corps et P(X) = X%4a1 X% ' +.. .+ a4 un polynéme de K[X] de degré d > 2. Supposons P irréductible
et notons L le corps K[X]/(P). Comme K s’identifie & un sous-corp de L, le polynéme P peut étre vu dans L[X].

Le polynéme P n’a aucune racine dans K, puisqu’il est irréductible ; en revanche il y au moins une racine dans L, &
savoir la classe £ de X dans L = [X]/(P), car P(¢) = &% 4+ a1641 4+ ... 4 ap=0€ L.

Pour la suite de la théorie (voir un autre cours), il est absolument essentiel de savoir étendre un corps (ici K) dans
lequel un polynéme donné n’a aucune racine en un corps plus grand (ici L) dans lequel ce méme polynéme posseéde des

racines.

5. Le critére d’irréductibilité d’Eisenstein pour les polynémes a coefficients
rationnels

Les preuves de ce paragraphe ne font pas partie du programme d’examen.

Soit A un anneau commutatif integre (définition 2.4). Le contenu des numéros 1.1
a 1.6 s’étend sans modification a 'anneau A[X] des polynomes a une indéterminée a
coefficients dans A. L’hypothese « A inteégre» est nécessaire pour I'égalité deg(P, Py) =
deg(Py) + deg(P,) de la proposition 1.3.

Il faut prendre garde aux modifications nécessaires dans la suite de la théorie, qui
sont importantes. Par exemple, le théoreme de la division euclidienne s’énonce comme
suit : soient F, P € A[X] tels que P # 0 et tel que le coefficient dominant de P soit
inversible dans A. Alors il existe deux polynomes @, R € A[X] tels que F = PQ + R
et deg(R) < deg(P); de plus, @ et R sont univoquement déterminés par ces conditions.
(Si I'énoncé a changé, la preuve du § VIII.2 s’applique, elle, sans changement !)

Conformément a la définition 4.1, un polynéme F' € A[X] de degré au moins 1 est
réductible s'il existe des polynomes G, H € A[X] de degrés > 1 tels que F' = GH, et
irréductible sinon.

Pour la suite de ce paragraphe, nous particularisons a A = Z. Vu l'inclusion de Z
dans le corps Q des nombres rationnels, I'anneau Z[X] s’identifie & un sous-anneau de

Q[X].
Soit F' un polynéme irréductible de Z[X]. Comme il y a beaucoup plus de polynomes

dans Q[X] que dans Z[X], il n’est pas a priori clair que F soit encore irréductible dans
Q[X]; mais c’est vrai!

5.1. PROPOSITION. Soit F' un polynome a une indéterminée a coefficients entiers.
Si F' est irréductible dans Z[X|, alors F' est irréductible dans Q[X].

REMARQUE. L’implication réciproque est banalement vraie.

PREUVE. Considérons un polynome F' € Z[X] de degré k qui est réductible dans
Q[X], c’est-a-dire tel qu’il existe G, H € Q[X], respectivement de degrés [, m, 1 < 1,m <
k, avec F' = GH. 1l s’agit de montrer que F est réductible dans Z[X]. (Il ne coute rien
de supposer k > 2.)

On peut écrire
G(X) = ﬂXl+£Xl*1+...+@
bl blfl bO

Cm s | Cm—1 e
H(X):d—X +d—iX 1—0—---+d—0
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avec
ag, . ..,a;, by, ..., b, ¢cop. .. Cmydo, ..., dy €7,
bo.. . bdo. ... d, > 1,
pged(ao, bo) = - = pged(ay, by) = pged(co, do) = - - - = pged(cm, dm) = 1.
Posons’ b = [licicibis d=1l1<j<,n dj €t n =bd. Alors nF,bG,dH € Z[X] et
nF = (bG)(dH) est réductible dans  Z[X].

Sin = 1,il n’y arien a montrer ; supposons désormais que n > 1. Ecrivons les coefficients
(tous dans Z) de bG et dH sous la forme

bG(X) = gX'+- +aX +g
dH(X) = hpX™ 4+ -+ X + hy.
AFFIRMATION. Soit p un diviseur premier de n. Alors l'une au moins des propriétés
sutvantes est vérifiée :
(i) p divise tous les coefficients g;,

(ii) p divise tous les coefficients h,;.

En effet, si ce n’était pas vrai, on pourrait définir le plus petit coefficient i tel que p
ne divise pas g;, et le plus petit coefficient jo tel que p ne divise pas hj,. Par hypotese,
p divise n, donc aussi le coefficient de X%+ dans nF, c’est-a-dire p divise

gi0+j0h0 Tt gio+1hj0*1 + giohjo + gio*lh‘joJrl +e gohio+j0'

Comme p divise aussi chacun de ho, ..., hj—1,Gi,—1,---, o, il en résulte que p divise
aussi g;,h;,, contrairement aux définitions de ig et jo. L’affirmation est ainsi démontrée.

Quitte a échanger les roles de G et de H, on peut donc supposer que p divise tous
les coefficients g; de bGG. Ainsi, %G est un polynome de Z[X], encore de degré [, et

gF - (gG) (ar).

Si % =1, il n’y a plus rien a montrer. Sinon, on choisit un facteur premier ¢ de %, et on

montre comme ci-dessus que -LF est produit dans Z[X] de deux polynomes de degrés

[ et m. En répétant I'argument autant de fois que n possede de diviseurs premiers®, on

montre que F' est produit dans Z[X] de deux polynomes de degrés [ et m. U

5.2. THEOREME (critere d’irréductibilité d’Eisenstein). Soit
F(X) = fiX" 4+ +AX+fo (e #20)

un polynome a coefficients dans Z de degré k > 2. On suppose qu’il existe un nombre
premier p tel que

(i) p ne divise pas fy ,
(ii) p divise f; pour j =0,...,k—1,
(iii) p? ne divise pas fo.

"On pourrait remplacer ces produits par des plus petits communs multiples.
8 En comptant les multiplicités : par exemple trois fois pour n = 12 = 22 x 3.
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Alors F(X) est irréductible dans l’anneau Q[X].

PREUVE. Par la proposition précédente, il suffit de montrer que F'(X) est irréductible
dans Z[X]. Supposons (ab absurdo) qu’il existe

G(X) = ngl+"'+ng+go € Z[X]

H(X) = hpX™+ -+ X +hy € Z[X]
telsque 1 <1 <k, 1 <m < ket F(X)= G(X)H(X). Nous avons en particulier
k=1+met fo = goho.

Vu que fy = goho est divisible par p et pas par p?, exactement 1'un de gg, hy est
divisible par p. Supposons les notations telles que p divise gy et ne divise pas hg. Si les g;
étaient tous divisibles par p, le coefficient fj le serait aussi, contrairement a ’hypothese
(i); on peut donc définir l'entier iy tel que p ne divise pas g;, et divise chacun de
9o, - - - Gio—1- Alors, dans 1'égalité

Jio = Gioho + Gig—1h1 + -+ + goliy,
p divise fi,, gig—1, Jig—2, - - - » o Mais p ne divise ni g;, ni hy, ce qui est absurde.

Donc F' est irréductible dans Z[X]. O

EXEMPLES. (i) Pour tout entier £ > 1 et pour tout nombre premier p, le polynéme
X* — p est irréductible dans Q[X] (ainsi que dans Z[X]!).

En particulier, {/p, k > 1, n’est pas un nombre rationnel.
(i) Le polynome F(X) = st X*+2 X%+ X 41 est irréductible dans Q[X]. En effet,

il suffit de vérifier que le polynome 25F (X) = 4X° + 15X 4 25X3 + 5 est irréductible
dans Z[X], ce qui résulte du critere d'Eisenstein appliqué avec p = 5.

(iii) Pour tout nombre premier p, le polynome a coefficients dans Z

XP—1

dit polynome cyclotomique de degré p — 1, est irréductible dans Q[X]. En effet, s'il était
réductible, le polynome

oX 41y = EFD =L i @le

= XP 4 XPTP 4 X+

X

le serait aussi; or, pour ce polynome,

(a) p ne divise pas le coefficient dominant (Z) =1,

(b) p divise le coefficient (f) = w de X7 tpourj=1,...,p—1,

(c) p? ne divise pas le terme constant (ﬁ”) =p,

de sorte que ®,(X + 1) est irréductible par le critere d’Eisenstein. Ceci acheve de
montrer que ®,(X) est irréductible.

Par suite, 'anneau quotient Q[X]/(®,(X)) est un corps pour tout nombre premier
p (les cas intéressants sont p > 3); 'étude de ces corps cyclotomiques est importante en
théorie des nombres.
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(iv) Pour p comme ci-dessus, définissons ®,2(X) € Z[X]| par

X7 -1
Q2(X) = &,(X?) = SO XP—1) 4 xp(r=2) 4.4 P 4.

Pour tout entier j tel que 0 < j < p, le coefficient de X7 dans (X +1)? est congru modulo
p au coefficient de X7 dans X? + 1. Il en résulte que, pour tout polynéme F(X) € Z[X]
de degré d > 0 et pour tout entier k tel que 0 < k < dp, le coefficient de X* dans
F ((X 4+ 1)P) est congru modulo p au coefficient de X* dans F (X? + 1), ce que nous
écrivons

F(X+1)P) = F(X?4+1) (mod p).
En particulier
(X +1) = & (X +1)") = (X" +1) (mod p).
Par ailleurs (voir (iii)), nous avons

(XP+1)P =1~ (P —
D, (XP+1) = = (1 )xroh,
p( + ) Xp — ]

On peut donc appliquer le critere d’Eisenstein, de sorte que le polynome ®,2(X +1) est
irréductible dans Q[X] ; ceci achéve de montrer que le polynoéme ®,2(X) est irréductible.

Le méme type d’argument permet de montrer que ® a1 (X) = ®,(X?") est irréduc-
tible pour tout entier a > 1. Noter que les racines de @, (X) sont les nombres complexes
z tels que 27" =1 et 27" # 1.

(v) Les polynomes X* + 1 et X®+ X? + 1 sont irréductibles dans Z[X]. (On s’en
assure par I'argument utilisé pour (iii), avec p = 2 et p = 3 respectivement.)

Noter que, au contraire, les polynomes suivants sont réductibles :
X4 -1

= X3+ X 4 X4+1 = X+DX>+X+1),

X -1

X1 5 4 3 2 2 2

%1 =X+ X'+ X+ X+ X411 =X+D)(X*+X+1D)(X*=-X+1),
X 1 . . )

~_1 est divisible par X + 1 pour tout entier pair 2n > 2,

X9_1 o e e 2 .

%7 est divisible par X + X + 1 (exercice).

REMARQUE-EXERCICE. Dans I'anneau Z[X|, vérifier que {F € Z[X] | F(0) est pair}
est un idéal qui n’est pas principal.

Contrairement a Q[X], 'anneau Z[X] possede donc des idéaux non principaux.

Généralisation des exemples (iii) et (iv). Pour tout entier n > 1, le polynéme cyclotomique ®(X) est défini comme
suit.

Notons C), le sous-groupe {z € C | 2™ = 1} de C* des racines n-iémes de 'unité, qui est un groupe cyclique d’ordre
n engendré par exp( 27"”)‘ Les racines primitives n-iemes de 'unité sont les générateurs de ce groupe. Il est facile de
vérifier que ce sont les nombres de la forme exp( 21:’“ ), avec k € {1,...,n—1} et k premier & n ; noter que, conformément
a lexercice VIL.44, le nombre de générateurs du groupe Ch, est la valeur ¢(n) de la fonction d’Euler.

n

Par définition, ®,(X) = [[(X — ), le produit étant pris sur toutes les racines primitives n-iemes de I'unité. Il résulte
immédiatement de cette définition que ®,, est un polynome de degré ¢(n). A priori, ®,(X) € C[X], mais on montre que
®,(X) € Z[X]; par exemple : Pg(X) = X* + 1, ®12(X) = X* — X? + 1. [Esquisse d’une preuve du cas général. On
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montre d’abord que X™ — 1 =[] 4,, ®4(X), puis on procéde par récurrence sur n. Soit F(X) = [Iy,, g<pn Pa(X); ainsi
F(X) € Z[X] par hypothése de récurrence; X™ — 1 est produit des deux polynémes unitaires F'(X) et ®,(X). Comme
lalgorithme de division par un polynéme unitaire vaut dans C[X] ET dans Z[X], il en résulte que ®,(X) € Z[X].]

On peut montrer que ®,(X) est irréductible dans Q[X] pour tout n > 1 (et pas seulement pour n premier et

puissance de premier, comme en (iii) et (iv) ci-dessus).

6. Corps finis

Soit K un corps. Considérons ’application y : Z — K définie comme suit :
sin>0,alors x(n) =14---+1, ou 1 € K apparait n fois;

sin <0, alors x(n) = —x(—n).

On vérifie que y est un homomorphisme d’anneaux.

Cette application peut étre injective (cas de Q, de Q/(X? —2), de R, de C, ...) ou
non (cas de F,, de Fy[X]/(X? 4+ X + 1), ...). Si x n'est pas injective, son noyau est
un idéal de Z et il existe un entier strictement positif p tel que Ker(x) = pZ. Comme
1 # 0 dans K, on a p > 2. Comme le produit de deux éléments non nuls de K (et en
particulier de deux éléments non nuls de I'image de x) n’est pas nul, p est nécessairement
un nombre premier.

6.1. Définition. La caractéristique d'un corps K est zéro si 'application y ci-dessus
est injective, et p si Ker(x) = pZ.

REMARQUE. Dans tout corps de caractéristique zéro, I'image de y est un sous-anneau
isomorphe a 7Z; il en résulte qu’'un corps de caractéristique zéro possede un sous-corps
isomorphe au corps Q des nombres rationnels. En particulier, un corps de caractéristique
zéro est nécessairement infini.

Tout corps fini est nécessairement de caractéristique p pour un nombre premier p
convenable. Il existe pour tout nombre premier p des corps infinis de caractéristique p,
mais nous n’en parlerons pas davantage ici. Tout corps de caractéristique p contient un
sous-corps a p éléments qu’on peut identifier a F, = Z/(p) = {0,1,...,p — 1}.

Soit K un corps fini de caractéristique p. On peut le voir comme un espace vectoriel
sur [F,,, nécessairement de dimension finie. Si on note n cette dimension, K contient
précisément p" éléments. Ceci montre la premiere assertion de 1’énoncé suivant.

6.2. THEOREME. Soit p un nombre premier.

(i) Pour tout corps fini K de caractéristique p, il existe un entier n > 1 tel que le
corps K soit d’ordre p".

(ii) Pour tout entier n > 1, il existe un corps a p™ éléments.

(i) Les éléments non nuls d’un corps fini d’ordre p" constituent pour la multipli-
cation un groupe isomorphe a 7/ (p" — 1)7Z.

(iv) Deux corps fini de méme ordre sont isomorphes.
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SUR LA PREUVE. Pour montrer (ii), une méthode consiste a montrer que, pour tout
entier n > 1, I'anneau F,[X]| contient au moins un polynome irréductible P de degré
n. (Voir ci-dessous pour p = 2 et n € {2,3,4,7}.) Alors F,[X]/(P) est un corps a p"
¢éléments.

L’assertion (iii) est le théoreme 3.4. Voir aussi 'exercice (VIIL.7). O

Faute d’indiquer la preuve de l’assertion (iv), montrons au moins un exemple d’isomorphisme entre deux corps finis.
Considérons d’abord un nombre premier p, un polynéme irréductible P(X) € F,[X] de degré d > 2 et le corps
K = Fp[X]/(P(X)) d’ordre ¢ = p?.

Soit ¢ € K. Les polynémes F(X) € Fp[X] tels que F(§) = 0 constituent un idéal de Fp[X]; soit M (X) € Fp[X]
l'unique polynéme unitaire de degré minimum dans cet idéal; c’est le polynéme caractéristique de §. Notons que M (X)
divise X9 — X (car €9 — £ = 0 pour tout £ € K).

Particularisons d’abord au cas de K = F2[X]/(X? + X +1). Notons « la classe de X dans K, de sorte que les éléments
de K s’écrivent, en plus de 0,

a = classe de X
o? = classe de X?
o® = classede X +1
ot = classede X2+ X
a® = classede X2+ X +1
of = classede X241
o’ = 1.

La décomposition en facteurs irréductibles de X9 — X s’écrit
X8 X = X(X+ DX+ X +1)(X3+X%24+1)

et les polyndémes minimaux des éléments de K sont donnés par le tableau

& =0 Mg(X) = X

§ =1 Me(X) = X+1

¢ € {a,a?a*} Me(X) = X3+X+1
¢ € {a3ab, a%} Me(X) = X3+ X2+1.

Considérons ensuite le corps L = Fo[X]/(X3 4+ X2 + 1) et notons 3 la classe de X dans K. Un calcul simple montre
que
Mg(X) = Mga(X) = Mga(X) = X% + X? + 1 # Mo (X)

Mgs(X) = X% + X +1 = Mo(X).

Si ¢ est un isomorphisme de K sur L, le polynéme minimal d’un élément & € K doit coincider avec celui de ¢(&). On
peut poser ¢(a) = 32 ou, avec plus de détails :

e(0) =0, ¢(1)=1, @a?)=p% (0<;j<6)

et vérifier que ¢ est un isomorphisme de corps. [On pourrait aussi poser p(a) égal & £ ou 3°, ce qui reviendrait &

composer isomorphisme décrit ci-dessus avec ’automorphisme de Frobenius de L (voir plus bas) ou avec son carré.]

6.3. Preuve de l’existence d’un corps fini & 128 éléments. Soit P(X) € Fo[X]
un polynoéme irréductible de degré d > 2. Le coefficient de X¢ est nécessairement 1, de
méme que le coefficient du terme constant (sinon X divise P(X)) et le nombre de
coeflicients égaux a 1 est impair (sinon P(1) = 0, donc X — 1 divise P(X)). On obtient
ainsi facilement les polynomes irréductibles de degré 2

X2+ X +1,
de degré 3
X34+ X241 et X34+ X+1,
et méme de degré 4 (bien que ce ne soit pas utile pour démontrer I'existence de Fiog)
X' X3+ X2+ X 41, XP+- X341 et X'+ X+1

(observer que X4 4+ X2+ 1 = (X2 + X + 1)? est réductible).
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Pour qu’un polynoéme P(X) de degré 7 soit irréductible, il faut et il suffit qu’il ne soit
pas divisible par un polynéme de degré d € {1,2,3}, c’est-a-dire par I'un des poynomes
delaliste X, X +1, X?+X +1, X3+ X?+1, X3+ X +1.

AFFIRMATION. Le polynome
PX)=X"+X+1

est irréductible.

En effet, P(X) n’a pas de diviseur de degré 1 car P(0) # 0 et P(1) # 0, et P(X)
n’a pas de diviseur de degré 2 ou 3 car
X+ X+1=(X+X+DX°+ X"+ X*+X) + 1
X+ X+1= X+ X+DX*+ X2+ X+1) + X
X'+ X4+1=X+X+ DX+ X+ X*+1) + X
(Achoix : XT+ X +1=(X34+X+1)(X3+ X2+ 1)(X +1)+ X au lieu des deux
dernieres égalités ci-dessus).
Par suite
Fo[X]/(P)
est un corps a 128 éléments.

Le polynéme X7 + X + 1 n’est de loin pas le seul polynéme irréductible de degré 7 dans Fo [X]. En fait, le nombre
Ny (n) des polynémes unitaires irréductibles de degré n dans Fq[X] est donné par la formule

Ng(n) % > u(d)g™/?

d|n

ou la somme porte sur les diviseurs d de n (y compris 1 et n) et out

1 sid=1,
k
n(d) = (=1)k sid= H p; pour des premiers p1,...,py distincts,
Jj=1
0 s’il existe un premier p tel que p? | d.
Par exemple
No(1) = ¢ Ng(5) = £(¢°—q)
Ng(2) = 3(¢®—q) Ng(6) = 2 (% —a®—a*+9q)
Nq(3) = %(q3*Q) Ng(7) = %(q7*Q)
Ny(4) = L(¢*—¢?) Ng(8) = 1 (q®—q*)
et, en particulier, il y a
N2(7) = 18

polynémes irréductibles de la forme X7 + ag X% + a5 X% +--- + a1 X + 1 dans Fo[X].

En informatique, il est utile d’avoir un corps fini de caractéristique 2 assez grand pour que ses éléments puissent
représenter 26 minuscules, 26 majuscules, et divers signes typographiques (avec une certaine marge de manoeuvre), en
d’autres termes de disposer d’un corps a 128 éléments.

Plus généralement, la théorie des corps finis a de nombreuses applications, par exemple en théorie des nombres, en

combinatoire, en théorie des codes et en cryptographie.

Lectures recommandées, R. Godement, Cours d’algébre, Hermann 1963 (en particu-
lier les §§ 27 et 28).

S. Lang, Undergraduate algebra, Springer 1987 (le chapitre IV est consacré aux poly-
nomes a coefficients dans un corps).
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Exercices du § VIII.6

(VIIL.9) Dresser la liste des polynomes irréductibles de degrés < 3 dans F3[X].

(VIIL.10) Vérifier que le polynome X° + X2 + 1 € Fo[X] est irréductible.

[Indication : Vérifier que ce polynéome n’a pas de facteur de degré < 2 en utilisant la
formule X° + X2 +1=X*(X+1)(X?+ X +1)+ 1. ]

(VIIL.11%) Montrer qu’il existe un corps & 256 éléments en montrant que le polynome
X84+ X% 4+ X3 4+ X + 1 est irréductible dans Fo[X].

[Indication : vérifier que ce polyndome n’est divisible par aucun des six polynomes
irréductibles dans Fo[X] de degrés 2, 3 et 4. |

(VIIL.12) Soit L un corps de caractéristique p. On identifie F,, a un sous-corps K de L.

(i) Vérifier que lapplication Frob : L. — L, Frob(z) = 2P est un isomorphisme
du corps I dans lui-méme.

(ii) Vérifier que K est I’ensemble des points fixes de Frob.

[Frob est l’isomorphime de Frobenius de L. Lorsque Frob est surjectif, par exemple
lorsque K est fini, c’est donc l'automorphisme de Frobenius.|

(VIIL.13*) Pour un entier n > 2, soit R, I’anneau quotient de I’anneau de polynomes
Fy[X] par I'idéal (X™ — 1) et m, : F3[X] — R,, application canonique. Convenons
d’identifier tout élément de R, a son unique représentant de degré au plus n — 1 dans
Fy[X]; rappelons que R, est naturellement un espace vectoriel de dimension n sur Fs.

Soit G(X) € F2[X] un diviseur de X" —1; on note n — k le degré de G(X), de sorte
que 0 < k < n. Désignons par Cg I'image par m, de I'idéal principal (G(X)) de Fo[X].

(i) Observer que Cg est un sous-espace vectoriel de R,,. Montrer que les polynomes
G(X), XG(X),...,X*'G(X) sont dans Cg et sont linéairement indépendants.

(ii) Observer que Cg = {0} lorsque G(X) = X" — 1 et que Cg = R, lorsque
G(X)=1.

(iii) Identifer C¢ et calculer sa dimension lorsque G(X) = X — 1. Méme question
lorsque G(X) =1+ X +---+ X" L.

(iv) Soit H(X) € Fo[X] le quotient de X™ — 1 par G(X), qui est de degré k, et soit
q : R, — R, l'application linéaire qui associe a P(X) la classe dans R,, du produit
P(X)H(X). Montrer que C¢ est dans le noyau de gq.

(v) Constater qu’il résulte de (i) et (iv) que n = dimg, (R,) > dimg, (Cg) + k et
par suite que dimp,(Cg) =n — k.
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(vi) Vérifier que X7 —1= (X — (X3 + X2 +1)(X3+ X +1).

Désignons par Cg le sous-ensemble de F% constitué des vecteurs (co,cq,...,Ch 1)
tels que co + 1 X + -+ + ¢,_1 X" ! € Cq. Noter que Cg est cyclique au sens oll, si

(coy €1y ... ycno1) € Cg, alors la permutation circulaire (¢,_1, ¢y, ..., cn—2) est aussi dans
Ca.

(vii) On définit le code de Hamming comme étant le sous-espace vectoriel Cg de F5
correspondant & G(X) =1+ X + X3. Pour i € {0,1,...,7}, calculer le nombre A; des
vecteurs (co, ..., c7) € Ce dont exactement ¢ coordonnées sont égales a 1.

[Indication : vu ce qui précéde, on sait a priori que Yi_ A; = 16. |

(viii) Pour tout vecteur = dans le code de Hamming, soit B, ’ensemble des vecteurs
de F? dont au moins 6 coordonnées sont égales a celles de x. Vérifier que F7 est la
réunion disjointe des ensembles B, (v € Cg).

On appelle (n, k)-code linéaire binaire un sous-espace vectoriel de F§ de dimension k. Le présent exercice reprend
quelques points de la théorie de certains de ces codes appelés les codes cycliques, dont le code de Hamming est un des
représentants les plus intéressants en petites dimensions. Sa découverte remonte aux années 1947-48, alors que Richard
W. Hamming, employé aux « Bell Telephone Laboratories» , cherchait & prévenir les arréts intempestifs de son ordinateur
suite a certains messages d’erreurs. L’idée du code de Hamming est qu’il permet de corriger automatiquement certaines
erreurs : en effet, si un «message» constitué d’un vecteur y € F ; est supposé étre dans C ¢ mais est entaché d’une erreur
au plus, le vecteur y est dans un ensemble B, exactement, et peut étre «corrigé» en x; on dit que le code de Hamming

est un code correcteur d’erreurs.

Voici enfin un exercice qui se réfere a la fois a la théorie des nombres et a I’algebre
linéaire.

(VIII.14) Soit (p;)i<i<m une suite finie de nombres premiers distincts deux a deux.
Soit (s;)1<j<n une suite finie de nombres entiers distincts deux a deux, tous plus grands
ou égaux a 2; on suppose que tous les diviseurs premiers des s; apparaissent dans la
liste des p;. On suppose également que n > m.

. . . . l
Montrer qu'il existe une sous-suite s;,, ..., s; de la suite s1,..., s, telle que [[,_; s,
soit un carré parfait.

SOLUTION. Pour un nombre premier p et un entier s > 1, notons v, (s) l'exposant de la plus grande puissance de p
qui divise s; par exemple, v2(12) = 2, v3(12) = 1 et v5(12) = 0. Notons aussi wp(s) € Fa la classe modulo 2 de vp(s);
par exemple wz(12) =0, w3(12) =1 et w5(12) = 0.

Soient v € My, n(N) et w € My, n(F2) les matrices définies par

vij = vp,(s5) et wiy; = wp(s;) pour i€{l,...,m} et j€{l,...,n}.

Si e € N™ est un vecteur de coordonnées €1, ..., €, toutes égales & 0 ou 1, et si on pose s(e) = sil sg" .- 557 alors
m
Up; (5(6)) = E €;vi,; = (i-éme coordonnée de vs(9))
Jj=1

Wp,; (s<€)) = i €5W;5 5
j=1

pour tout 5 € {1,...,n}.
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Pour qu’un nombre s > 2 soit un carré parfait, il faut et il suffit que vp(s) soit pair, c’est-a-dire que wp(s) = 0, pour
tout nombre premier p. En particulier, pour que s(¢) soit un carré parfait, il faut et il suffit que le systéme

n
dguwi; =0 1<i<m (*)
j=1

a coefficients w; ; € F2 et a inconnues €1, ..., e, possede une solution autre que (0,...,0).

Le systéme (x) possede une solution non nulle si et seulement si le rang de w : Fiy — FJ* est strictement inférieur

a n. Une condition suffisante pour que (x) posséde une solution non nulle est donc que m < n.






CHAPITRE IX

Les groupes SO(3), O(3) et SU(2)

Le premier but de ce chapitre est d’introduire la notion d’action d’un groupe sur un
ensemble. Le second but est de définir un homomorphisme surjectif

SU2) — SO®3)

qui apparait en de nombreux contextes, notamment en physique dans 1’étude des mo-
ments cinétiques et des spins. Notre preuve de sa surjectivité de fait appel a un lemme
utilisant la notion d’action d'un groupe (ici SO(3)) sur un ensemble (ici la sphere S?).

1. Actions de groupes

1.1. Définition. Soient G un groupe et X un ensemble. Une action ou opération
de G sur X est une application

a:GExX>3(g,x) — greX
telle que
lx = x pour tout x € X,
g(hx) = (gh)x pour tous g,h € G et x € X.
Une telle action est fidele si
pour tout g € G, g # 1, il existe x € X tel que gz # x.
Une action est transitive si
pour toute paire (z,y) d’éléments de X, il existe g € G tel que gz = y.

L’orbite d'un point x € X pour une action de G sur X est le sous-ensemble {y € X |
il existe g € G tel que gr =y} de X.

Noter que le nombre d’éléments dans une telle orbite est toujours majoré par 'ordre
du groupe G'!

1.2. Observation. Si G est un groupe agissant sur l’ensemble J, = {1,...,n},
alors ’application
G>3g+— (x> gzx)e Sym(n)
est un homomorphisme de groupes. Cet homomorphisme est injectif si et seulement si
I’action de G sur J,, est fidele. Ceci vaut bien sur aussi pour une action de G sur tout
autre ensemble a n éléments.

Plus généralement, la donnée d’une action d’un groupe G sur un ensemble X (fini ou
infini) est équivalente a la donnée d’'un homomorphisme de G dans le groupe de toutes
les bijections de X sur lui-méme.
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1.3. Exemples : les groupes diédraux finis. On considere un entier £ > 2 et
un polygone! régulier P, centré a l'origine d’'un plan euclidien E. L’ensemble G des
isométries g du plan telles que g(Py) = Py est un sous-groupe du groupe O(F) ~ O(2)
de toutes les isométries du plan.

Le groupe G contient d'une part les rotations d’angles les multiples entiers de 2%,
et d’autre part des symétries relativement a des axes passant par l'origine du plan. Si
k est impair, chacun de ces axes contient un sommet et le milieu d'un c6té de Py. Si
k est pair, certains de ces axes contiennent deux sommets opposés de Py, et les autres
les milieux de deux cotés opposés de P;. Le groupe G contient donc exactement? 2k

¢éléments. Un tel groupe s’appelle un groupe diédral.

Notons que G agit naturellement sur I’ensemble des sommets de Py ; cette action est
fidele et transitive. En particulier, G s’identifie a un sous-groupe d’ordre 2k du groupe
symétrique Sym(k).

Lorsque k est pair, le groupe G agit aussi sur ’ensemble des paires de sommets
opposés (action transitive non fidele), d’ot un homomorphisme (non injectif) de G' dans
Sym(k/2).

1.4. Majorations pour les ordres des sous-groupes de SO(E) et O(F)
définis par un polytope. Soit E un espace euclidien de dimension 3.

Nous ne détaillons pas ici les définitions relatives aux polytopes dans E. Pour fixer
le vocabulaire, convenons toutefois qu’un polytope a un nombre fini de sommets, un
nombre fini d’arétes contenant chacune deux sommets, et un nombre fini de faces dont
chacune est un polygone a un certain nombre (au moins 3) de sommets.

(i) Soient S,5’,S"” € FE trois points linéairement indépendants, A C E laréte
d’extrémités S, S’, et F' une «face» de laquelle S, S’ et S” sont des sommets.
Sig e SO(FE) est tel que g(S) = Set g(A) = A, alors g = idg ; en effet, les conditions
sur g impliquent que cette rotation a deux vecteurs propres linéairement indépendants
de valeur propre 1, d’ou I'affirmation.

Sig € O(F) est tel que g(S) = 5, g(A) = A et g(F) = F’, alors g = idg, par un
argument similaire.

REMARQUE. Lorsque ¢g(S) = S, alors g(A) = A si et seulement si g(S") = S’ ; lorsque
g(S) =S et g(S") =9, alors g(F') = F si et seulement si g(S”) = S”.

(ii) Soit P un polytope de E. On suppose que tout triple de sommets de P est
linéairement indépendant.

Pour j = 1,2, soient S}, S, 57 trois sommets distincts de P; notons A; laréte de P
contenant Sj, S et Fj une face de P de laquelle Sj, S et S sont des sommets.

Il existe au plus un élément g € SO(E) tel que g(S1) = Sz et g(A;) = Ay ; en effet,
si g1 et go sont deux éléments de ce type, alors g; 'gs = idg par (i).

L Mot & prendre avec le grain de sel ad hoc si k = 2.
2 On peut estimer évident que G ne contient pas d’autres éléments que ceux décrits plus haut. On peut aussi
appliquer la méthode du numéro suivant.
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De méme, il existe au plus un élément g € O(F) tel que g(S1) = Sy et g(A;) = A
et g(F1) = Fb.

(iii) Soit P comme dans (ii).

Notons d’abord SGp I'ensemble des rotations g € SO(F) ~ SO(3) telles que g(P) =
P. Soit SD(P) I'ensemble” des paires (S, A) ot S est un sommet de P et A une aréte
de P contenant S. Alors l'ordre de SGp est au plus égal a 'ordre de SD(P); c’est une
conséquence de (ii)!

Notons ensuite G'p 'ensemble des isométries g € O(E) ~ O(3) telles que g(P) = P.
Soit D(P) l'ensemble des triples (S, A, F') ou S est un sommet de P et A une aréte de

P contenant A et F' une face de P contenant A. Alors 'ordre de Gp est au plus égal a
l'ordre de D(P).

1.5. Exemple : les deux groupes du tétraedre. Soit T" un tétraedre régulier
centré a l'origine d’un espace euclidien £ de dimension 3.

Le sous-groupe SGr de SO(E) contient au plus 12 éléments par le numéro précédent.
En fait, il en contient exactement 12, qui sont :

(i) lidentité,
(ii) les demi-tours d’axes passant par les milieux de deux arétes opposées de T' (il y a
3 rotations de ce type),

(iii) les tiers de tour d’axes passant par les sommets de T (il y a 8 rotations de ce
type).
Par ailleurs, ce groupe agit naturellement

(a) sur I'ensemble des 4 sommets de 7', d’ou un homomorphisme injectif Gy —
Sym(4),
(b) sur 'ensemble des 6 arétes de T', d’ott un homomorphisme injectif Gy — Sym(6),

(c) sur I'ensemble des 3 droites liant les milieux d’arétes opposées de T, d’ou un
homomorphisme non injectif Gy — Sym(3).

EXERCICE. Montrer que 'image de SGr dans Sym(4), voir (b), coincide avec le
groupe alterné Alt(4). Déterminer le noyau de ’homomorphisme de Gy dans Sym(3),
voir (c).

Considérons ensuite le groupe G des isométries g de E telles que g(T') = T'. Ce groupe
agit naturellement et fidelement? sur les sommets de 7', d’ot1 un homomorphisme injectif
de G dans Sym(4). Pour toute paire (z,y) de sommets de T, la symétrie fixant le plan
médiateur de I'aréte joignant x a y est une isométrie de G qui échange x et y, et qui
laisse fixes les deux autres sommets de T'; cette symétrie correspond a une transposition
de Sym(4). L’image naturelle de G dans Sym(4) contient donc toutes les transpositions,
et par suite coincide avec Sym(4) tout entier; en d’autres termes, les groupes Gr et
Sym(4) sont isomorphes.

3 La lettre D est l'initiale de « drapeau» , et S celle de «spécial ».

4 Car une isométrie de E est completement déterminée par les images de 3 sommets linéairement indépendants.
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Exercices du § IX.1

(IX.1) Les deux groupes du cube. Soit C' un cube centré a l'origine d’un espace
euclidien £ de dimension 3.

(i) Montrer que le sous-groupe SG¢ de SO(F) a 24 éléments, et les énumérer.

(ii)* En considérant I’action de SG¢ sur 'ensemble des 4 diagonales de C', montrer
que SG¢ est isomorphe a Sym(4).

(iii) En considérant I’action de SG¢ sur I'ensemble des trois droites passant par les
milieux d’arétes opposées, montrer qu’il existe un homomorphisme surjectif SGo —
Sym(3). Quel est son noyau ?

(iv) Montrer que le groupe G¢ a 48 éléments.

[Indication : Go = SGe U (—SGe). |

(IX.2) Les deux groupes de ’icosaédre. Le groupe SG; des rotations d'un espace
euclidien de dimension 3 qui laissent invariant un icosaedre régulier I est un groupe a
60 éléments. On peut montrer qu’il est isomorphe au groupe Alt(5).

Le sous-groupe correspondant Gy de O(3) est isomorphe au produit direct de SG;
et du groupe {£id}.

REMARQUES. (i) Le groupe du (IX.2) intervient également dans I’analyse des racines
d’une équation polynomiale du cinquieme degré. Galois a expliqué le fait qu’il n’existe
en général pas de formule «par radicaux» pour un telle équation par la propriété du
groupe Alt(5) de n’avoir aucun sous-groupe H ayant la propriété «gHg™' = H pour
tout ¢ € Alt(5)» , a part les sous-groupes évidents H = Alt(5) et H = {1}. Au
contraire, 'existence de formules «par radicaux» pour les équation de degrés 2, 3 et
4 et intimement liée a l'existence de tels sous-groupes, par exemple dans Sym(4) & un
sous-groupe d’ordre 4 (voir 'exercice (IX.1)(iii)).

(ii) Soient E un espace euclidien de dimension trois, P un polytope de E dont
I'intérieur contient l'origine, Dp et G'p I'ensemble des drapeaux et le groupe introduits
au numéro 1.4. En général, |Gp| < |Dp|. Pour un polytope «général» , on a d’ailleurs

Gp =idg.

En fait, il existe a similitude prés exactement 5 polytopes pour lesquels |Gp| =
|Dp|, qui sont le tétraedre, le cube, 'octaedre, le dodécaedre et I'icosaedre. Il y a une
classification analogue en toutes dimensions, due au mathématicien bernois Ludwig
Schléfli (1814-1895), et obtenue avant 1853. Pour quelques éléments biographiques sur
ce mathématicien tout a fait atypique mais certainement génial et trés en avance sur
son temps, voir les pages 141-144 du livre Regular polytopes de H.S.M. Coxeter (Dover,
1973).

(IX.3) Théoréme de Cayley, 1878). Pour tout groupe fini GG, montrer qu’il existe
un entier n et un sous-groupe du groupe symétrique Sym(n) isomorphe a G.

[Indication : considérer I'action du groupe G sur lui-méme par multiplication & gauche,
c’est-a-dire I’action donnée par G x G — G, (g,z) — gx. |
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(IX.4) Soient K un corps et n > 2 un entier. Soit S le sous-groupe de GL(n,K) des
matrices dont tous les coefficients sont 0 ou 1, matrices qui ont de plus exactement un
coefficient non nul par ligne et un coefficient non nul par colonne. Vérifier que H est
isomorphe au groupe symétrique de n lettres.

(IX.5) Soient G' un groupe fini et K un corps. Montrer qu’il existe un entier n et un
sous-groupe du groupe linéaire général G L(n,K) isomorphe a G.

Tres bréve évocation de résultats plus récents. Pour un groupe G agissant sur
un ensemble X, nous avons déja défini la notion de transitivité. Plus généralement, pour
un entier k, le groupe G est dit k-transitif si, chaque fois qu’on se donne un premier k-
uple (z1,...,x;) d’éléments de X distincts deux a deux et un second k-uple (y1, ..., yx)
de la méme espece, il existe o € G tel que o(x1) = y1, ..., o(Tk) = Y.

Par exemple, il est évident que Sym(n) est n-transitif sur .J,, et il est facile de vérifier
que Alt(n) est (n — 2)-transitif.

L’étude des groupes k-transitifs pour k£ > 2 a suscité des le XIXeme siecle un tres
grand intérét. Pour un sous-groupe G de Sym(n) qui n’est ni Sym(n) lui-méme ni Alt(n)
et pour k > 6, il se trouve que G n’est jamais k-transitif. Les constructions de groupes 2-
transitifs sont abondantes, et celles de groupes k-transitifs pour k € {3,4,5} constituent
un beau chapitre de mathématiques, illustré notamment des 1860 par E. Matthieu.

Les progres récents de la théorie des groupes finis, et en particulier la «classification
des groupes finis simples» (vers 1980), ont montré comment on peut classer les groupes
k-transitifs pour k > 2.

2. Les groupes SU(2) et SO(3)

On désigne par M,(C) 'algebre des matrices 2-fois-2 a coefficients complexes; ici,
«algebre» signifie que My(C) est

(i) un espace vectoriel complexe,
(ii) un anneau avec unité pour l'addition et la multiplication des matrices,

(iii) et que ces deux structures satisfont des relations de compatibilité que nous n’expli-

citons pas’.

L’ensemble de ses éléments inversibles de cette algebre constitue un groupe (pour la
multiplication) noté G Ly (C).

On considere l'espace hermitien standard C?; et on note (¢ | 77) le produit scalaire
de deux vecteurs &,n de C?. Rappelons que le groupe unitaire U(2) est le groupe des
matrices g € My(C) telles que

(g€ | gny = (¢ | n) pour tous &,n € C?

ou de maniere équivalente le groupe des matrices dont les colonnes constituent une base
orthonormale de I'espace C2. C’est un sous-groupe de G'Lo(C). Rappelons de plus que
le déterminant fournit un homomorphisme surjectif du groupe U(2) sur le groupe des
nombres complexes de module 1.

5 Elles sont toute «évidentes» ! En voici une : A(ab) = (Aa)b = a(Ab) pour tous A € C et a,b € M2(C).
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Le groupe unitaire spécial SU(2) est le sous-groupe des matrices de déterminant 1

dans U(2).

2.1. PROPOSITION. Awec les notations ci-dessus :

SU(2) = {(_“5 g) & My(C) | [al? + |bP = 1}.

ab

PREUVE. Soit g = (C d

) € My(C). Si g € SU(2), alors

af + e = b+ JaP = 1
ab+7cd = ad—bc—1 = 0.
Si b =0, ces équations impliquent successivement
ld| =1 c=20 la| =1 ad =1
de sorte que ¢ a bien la forme décrite dans I’énoncé.
Si b # 0, alors

cd
ab+7cd = 0 implique a = 3
d]* + |b]?
ad —bc=1 implique — M S
b b
donc ¢ = —b et a = d.
Réciproquement, toute matrice de la forme _al_) 5 ) avec la|” +|b]> = 1, est unitaire

(colonnes orthonormales) de déterminant 1, donc dans SU(2).

2.2. LEMME. Pour tout g € SU(2), il existe une application continue de l'intervalle
unité dans SU(2) qui applique 0 sur la matrice unité et 1 sur la matrice g.
PREUVE. Tout point de la sphere unité
S* = {(a,b) € C* | |af* + [b]* = 1}
peut s’écrire
(a,b) = (\/mew,re“p)

avec 1 € [0,1] et ¢, € |—m, 7|. (Note : une telle écriture est unique si a # 0 et b # 0.)

La fonction continue
SN S3

T t — <\/1 - t2r2eit¢,tr6”w>
définit un « chemin continu dans S*» d’origine v(0) = (1,0) et d’extrémité y(1) = (a, b).

Comme SU(2) s’identifie & S?, ceci prouve le lemme. O

(En topologie, le résultat du lemme 2.2 s’exprime par : «le groupe SU(2) est connexe
par arcs, et en particulier connexe».)
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2.3. Définition. On désigne par H I'ensemble des matrices de My (C) de la forme

(Z_ l_U) z,w € C.
—w Z

L’ensemble M,(C), qui est naturellement un espace vectoriel (et une algebre) complexe
de dimension 4, est aussi un espace vectoriel (et une algebre) réel de dimension 8;
I’espace H est un sous-espace réel de dimension 4 de cet espace réel de dimension 8.

Attention : H n’est pas un sous-espace vectoriel de 'espace vectoriel complexe

M, (C), par exemple parce que, pour tout nombre réel ¢ # 0, nous avons ((t) (t)) € H et

z(é ?)gé H.

REMARQUE. Il résulte des définitions que SU(2) C H. Plus précisément et en anti-

cipant sur le numéro 2.6, le groupe SU(2) est le sous-ensemble des éléments de norme 1
dans H.

EXERCICE. Ecrire une base de l'espace M3(C) vu comme espace vectoriel réel de
dimension 8.

2.4. Base. Les éléments

(10 (i 0 (01 (0
€ =101 1= \0 — 2= \_10 G =1\io0

forment une base de I'espace vectoriel réel H.
REMARQUE. En physique, les matrices
o, = —ies Oy = —i€ o, = —iey

s’appellent les matrices de Pauli. (!!! On trouve aussi d’autres normalisations!!!)

2.5. Remarque et définition. Le produit de deux matrices de H est encore

dans H :
Z1 Wy Z9 W2 . zZ  w
—w; 21 —Wy Zo) \-w Z

Z = 2129 — WiWsy W = zZ1Wy + wiz3.

ou

Avec le produit des matrices, H est connu sous le nom d’algébre des quaternions, ou
plus précisément d’algebre des quaternions de Hamilton.

EXERCICE. Ecrire la table de multiplication de la base du numéro 2.4.
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2.6. Produit scalaire euclidien. On définit un produit scalaire sur I'espace réel

H en posant
21 w1 Z9 Wao o S I
< (—El E1) ‘ (_w2 E2) > = Re (leg + ’lU1U)2) .

La norme associée est donnée par

2
H( o 7“_”) = 2>+ jw]? = det( o T).
—w z w z

La base {eg,eq, ez, e3} est orthonormale pour ce produit scalaire, et le groupe SU(2)
s’identifie a la sphere unité de I’espace euclidien H de dimension 4.

Attention : Comme déja noté au N° 3, il faut bien prendre garde au fait qu’on
considere H comme un espace vectoriel réel, et que ce produit scalaire en fait un espace
euclidien, méme si z et w désignent ci-dessus des nombres complexes! (De méme qu’on
peut - et que parfois on doit - considérer C? comme un espace vectoriel réel de dimension

1)

EXERCICE. (i) Vérifier que le produit scalaire défini au N° 2.6 s’écrit aussi (X | V) =
$ trace(X*Y) pour X,Y € H.

(i) Soit (|) le produit scalaire canonique sur C2. Pour toute paire (v, w) de vec-
teurs dans I'espace C? considéré comme espace vectoriel réel de dimension 4, espace noté
V' plus bas, on pose

(v]wir = Re((v]w)).

Vérifier que (v | w)g est un produit scalaire euclidien sur I'espace V. En déduire qu’il
existe un homomorphisme de groupes U(2) — O(4).

En utilisant le lemme 2.2, on montre facilement que I'image de cet homomorphisme
est en fait dans SO(4).

(iii) Plus généralement, il existe un homomorphisme de groupes naturel U(n) —
SO(2n) pour tout n > 1.

2.7. LEMME. Soit g € SU(2). Les applications linéaires

H— H H— H
{Xi—>gX ct {Xi—>Xg

sont orthogonales.

PREUVE. Comme det(g) = 1,
lgX|* = det(9X) = det(X) = || X]*

et 'application X +—— ¢gX est orthogonale. De méme, 'application X —— Xg est
orthogonale. O
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2.8. L’orthogonal iE ~ R? de ¢y dans H. On désigne par [ 'espace des matrices
hermitiennes 2-fois-2 de trace nulle, c¢’est-a-dire I’espace des matrices de la forme
( ot + m3> avec r1, Ty, T3 € R.
To — 1X3 —X

Cet espace a un produit scalaire naturel avec norme associée définie par
‘ = 22+ 22422 Cest-d-dire | X||° = —det(X) = det(iX).

. 2
Al To + 123
To — Zd]g —T

D’une part, on observe que ¢[E s’identifie a I'orthogonal de ey dans H; d’autre part,
on peut identifier E & 'espace euclidien usuel R? (avec coordonnées x1, 9, x3), et donc
le groupe orthogonal de E & O(3) [respectivement le groupe orthogonal spécial de E &

SO(3)].

2.9. L’homomorphisme surjectif de SU(2) sur SO(3).

THEOREME. (i)  Pour tout g € SU(2) et pour tout X € E, on a
9gXg" € E.

De plus ||gX g*|| = || X||; en d’autres termes, lopérateur linéaire V(g) : E — E défini
par

U(g) : X — gXyg"
est orthogonal.

(ii) L’application
v {SU(2) — 0(3)
' g — Y(g)
est un homomorphisme de groupes.
(iii) L’mage de ¥ est dans le sous-groupe SO(3) de O(3).
(iv) L’homomorphisme V : SU(2) — SO(3) est surjectif.

(v) Le noyau de ¥ est le sous-groupe o deuz éléments {eo, —eo} de SU(2).

H— H

Y — gYyg"
Comme elle préserve eg, elle préserve aussi I'orthogonal E de e, dans H.

PREUVE. (i) Le lemme 2.7 montre que I'application { est orthogonale.

Par suite, pour tout X € E, on a ¢g(iX)g* € iE et ||g(iX)g*|| = || X]|, ¢’est-a-dire
gXg" € Eet [lgXg™| = [IX]|

(ii) Cela résulte du calcul
(o) (U(R)(X)) = (o) (hXR") = ghXh*g® = (gh)X(gh)* = W(gh)(X)
oug,heSU(2) et X € H.
(iii) Soit g € SU(2). Si v : [0,1] — SU(2) est comme dans le preuve du lemme 2.2,

I’application
5. — {1, —1}
' {tH det(V((t)))
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est continue. Comme 6(0) = det(V(eg)) = det(l3) = +1, on a aussi par continuité
d(1) = det(¥(g)) = +1, de sorte que g est bien dans SO(3). (On a noté ey, comme au
n° 4, la matrice unité a deux lignes et deux colonnes, qui est I’élément neutre de SU(2),
et I3 la matrice unité a trois lignes et colonnes, qui est I’élément neutre de SO(3).)

(iv) La preuve se décompose en plusieurs pas.

Premier pas. Toute rotation autour du premier aze est dans limage de V. En effet,

i¢
“ 6%) € SU(2) et

e 0 r1 xoH+ixzs) (e 0
0 e @) \ag—ixs —m 0 e
B o ¥ (zy + ix3)
=\ e H0(my — i) -
_ 1 Y2 + 1y3
Y2 —1iYy3s  —X1

Y2 = (cos(2¢))zy — (sin(20))xs
ys = (sin(2¢))zy + (cos(2¢))zs.

o((5 %) - (3 omln -z

est la rotation d’angle 2¢ autour du premier axe. (Noter le facteur 21!)

pour tout ¢ € R, on a (

avec

Il en résulte que

T To + ixg
To — ’i[L’g —I

gXg* = (g _OT>, ol r = /a3 + 23 + 3.

En effet, comme tr(X) = 0 et det(X) = —r?, les valeurs propres de X sont r et —r.
Comme X est une matrice autoadjointe, on sait qu’il existe une matrice h € U(2) telle
que hXh* = 6 _OT . Choisissons une racine carrée 3 de det(h); comme h est unitaire,
|det(h)| = 1 et |3] = 1. (Remarque importante : il n’y a pas de choix canonique pour la
racine (3 qui dépende continiiment de la matrice h.) Posons g = 37'h; on a g € U(2) et

det(g) = 872 det(h) = 1, c’est-a-dire g € SU(2), et on a encore gX g* = (g _OT)

Deuziéme pas. Pour tout X = ( > € E, il existe g € SU(2) tel que

Conséquence du deuzieme pas. Considérons la sphere unité

SQZ{( .CEl. $2+Z$3)€E
Lo — 1X3 —X1

de [E, et remarquons que
—le] = L0
o -1

s’identifie au point d’intersection de S? et de la partie positive du premier axe. Si X € S?,
il existe donc g € SU(2) tel que V(g)(X) = gXg* = —ie;. Par suite

xf%—x%jt:vg:l}
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Uaction naturelle de W(SU(2)) sur S* est transitive.

[l y a une action naturelle du groupe des rotations sur la sphére unité S?, et donc
aussi de tout sous-groupe du groupe des rotations — par exemple 'image de W ci-dessus —
sur cette méme sphere. C’est de cette action-la qu’il s’agit dans la conséquence énoncée
ici.

Troisiéme pas. Les deux premiers pas acheévent la preuve du point (iv) en vertu du
lemme ci-dessous.

(v) I est évident que W(—eq) = I3. Réciproquement, soit g € SU(2) tel que V¥ (g) =
I3, c’est-a~dire tel que g X g* = X pour tout X € E. Alors

o(65) = (6.5

d’otu il résulte que la matrice g est diagonale. Le calcul du premier pas de la preuve de
(iv) montre que ¥(g) = I3 implique g = ey ou g = —ey. O

2.10. LEMME. Soit H un sous-groupe de SO(3) possédant les deux propriétés sui-
vantes :

(i) H contient toutes les rotations autour du premier azxe,

(ii) H agit transitivement sur la sphére unité S* de R3.

Alors H=80(3).

PREUVE. Notons M le premier vecteur de coordonnées, vu comme un point de S2.
Soit g € SO(3). Par (ii), il existe h € H tel que h(M) = g(M). Par suite h=tg(M) = M,
de sorte que h™!g est une rotation autour du premier axe. Par (i), h~'g € H ; il en résulte
que g = h(h™'g) € H. O

EXERCICE. Soient X € E tel que || X|| =1 et ¢ € R. Vérifier que la matrice

g = (cos@)ey + (sinf)iX

de H est dans SU(2) et que W(g) est une rotation d’angle 20 fixant les points X, —X de
la sphere unité de E.

2.11. Exemples de sous-groupes finis de SO(3).

(i) Pour toute droite d passant par l'origine de R? et pour tout entier k¥ > 1, la
rotation d’angle 2% et ses itérés constituent un sous-groupe a k éléments C’,gd) de SO(3)

qui est un groupe cyclique d’ordre k, isomorphe a Z/kZ.

Pour deux telles droites d,d’, il existe une rotation g € SO(3) telle que g(d') = d,
et donc telle que gC’,gd ) g t= C’,gd). On dit que les sous-groupes de SO(3) du type C’,gd)
sont conjugués deux a deux.

(ii) On considére une droite d comme ci-dessus, un entier k£ > 2, un plan E? de R?

contenant l'origine et orthogonal a d, ainsi qu’un polygone régulier P a k£ sommets dans
E2.

A toute droite e de E? contenant l'origine et un sommet ou un milieu d'un coté de
[P on associe le demi-tour g, d’axe e. Les k demi-tours ainsi définis et le groupe de (i)
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constituent un sous-groupe a 2k éléments Dg}f de SO(3) qui est un group diédral d’ordre
2k.

Lorsque d et P varient (toujours avec P orthogonal & d, et a k sommets), on obtient
une famille de sous-groupes finis de SO(3) dont les éléments sont & nouveau conjugués
deuz a deuz.

(iii) Soit T [respectivement @, I] un tétraedre régulier [resp. un octaedre régulier,
un icosaedre régulier] centré A I'origine de R3. Les sous-groupes SGr, SGg et SG de
SO(3) ont déja étés évoqués au § 1; ils sont respectivement d’ordres 12, 24 et 60.

On obtient comme plus haut trois familles de sous-groupes de SO(3) conjugués deux
a deux.

2.12. THEOREME. Tout sous-groupe fini de SO(3) apparait parmi les exemples du
numéro précédent.

Faute d’indiquer la preuve de ce théoreme, nous recommendons la lecture du livre
de Hermann Weyl intitulé Symmetry (Princeton University Press, 1952). Il s’agit de la
rédaction de quatre legons données par Weyl en 1951 et destinées a un large public.
Pour le théoreme ci-dessus, voir la fin de la deuxieme legon ainsi que 'appendice A.

Les sous-groupes finis de SO(3) s’organisent donc en deux familles infinies (les
groupes cycliques et les groupes diédraux) et trois cas exceptionnels (correspondant aux
polytopes réguliers). On peut aussi classer les sous-groupes finis du groupe O(3) tout
entier; on trouve alors 5 familles infinies supplémentaires et quatre cas exceptionnels
supplémentaires (voir 'appendice B du livre de Weyl).

Ces groupes finis jouent un role important en chimie-physique, dans la description des
cirstaux et des molécules. Ils jouent bien stir un role tout aussi important en géométrie ;
ainsi qu’en de nombreux autres chapitres de mathématiques, comme par exemple la
théorie de I’équation du cinquieéme degré (sujet qui n’est en général pas évoqué dans les
cours de premier ou second cycle) ou les fonctions d'une variable complexe (sujet abordé
en Analyse 2).

A tout sous-groupe fini G de SO(3) correspond un sous-groupe fini ¥~ (G) de SU(2),
d’ordre donné par [I~1(G)| = 2|G|.



CHAPITRE X

Spectres de graphes

1. Motivation. Soit F' une fonction a valeurs réelles ou complexes, définie sur un
intervalle de la droite, et suffisamment réguliere. La dérivée premiere de F' en un point
x est donnée par
F(x+h) — F(z)

h

F'(z) ~
et la seconde dérivée par
F'(z) = F'(t—h)  F(x+h)+ F(x—h)—2F(z)

h - h2
pour h assez petit. De méme, si I est une fonction définie sur un domaine U de R? et
suffisamment réguliere, le laplacien de F' en un point (z,y) du plan est donné par

0*F O*F

F//<x> ~

pour h assez petit. « Assez petit» dépend bien stur des unités choisies, et il est toujours
possible de supposer h = 1.

Supposons pour simplifier que le domaine U soit un rectangle, et supposons qu’il
est quadrillé par une fine grille de sommets (2; ;). ;. 110<j<ip1- L'étude des fonctions
F sur U qui sont harmoniques dans U, c’est-a-dire telles que AF (x,y) = 0 pour tout
(x,y) € U, motive I'étude des fonctions f définies aux seuls sommets de la grille et
satisfaisant les relations

g £ 1) > Mg 21 @m) _ g

pour tous i € {1,...,k} et j€{1,... 1}

D’autres situations conduisent a considérer des «grilles» de formes autres que rec-
tangulaires, et plus généralement des «graphes», au sens suivant.

2. Définitions. Un graphe G est un couple (V, E) ou V est un ensemble (dont les
éléments sont les sommets du graphe) et E un sous-ensemble de I'ensemble des parties
a deux éléments de F (les éléments de E sont les arétes du graphe) ; les deux sommets
d’une aréte sont ses extrémités.

Un tel graphe est conneze si, pour toute paire x,y € V se sommets, il existe une
suite xg = x,%1,...,Tp 1,2, = y de sommets telle que {x; 1,z;} € E pour tout i €

{1,...,n}.

Dans ce chapitre, tous les graphes sont supposés finis.
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L’ensemble C(V') des fonctions de V' dans R est naturellement un espace vectoriel
réel. Il possede une base canonique (9,),c,, ot pour tout z € V' la fonction d, € C(V)

est définie par
5 1 si y==x
+y) = { 0 sinon.
Lopérateur d’adjacence A : C(V) — C(V) est défini par
(Af)) = > fw)
Yy~

ol la notation indique une somme sur les sommets y € V' qui sont liés a = par une aréte.
La matrice d’adjacence est la matrice de A relativement a la base canonique (9,),. ; par
abus d’écriture, on la note également A ; c’est donc la matrice de coeflicients (A, ;)
donnés par

z,yeV

A 1 si {z,y}€eFE
wy 0 sinon.

Noter que, en général, il n’y a pas d’ordre naturel sur ’ensemble V' des sommets du
graphe G, ni par conséquent sur les lignes et colonnes de cette matrice.

Le polynome caractéristique du graphe G est le polynome caractéristique de sa ma-
trice d’adjacence (voir le § V.2). Le spectre de G est le spectre de A, c’est-a-dire 'en-
semble des valeurs propres de A, avec leurs multiplicités ; la matrice d’adjacence étant
par définition symétrique, le spectre d’un graphe est nécessairement réel, de sorte que
les valeurs propres du graphe sont n nombres réels (certains peuvent étre répétés, voir
plus bas).

L’exemple de la motivation est un graphe fini donné par un quadrillage d’'un domaine
du plan.

EXEMPLES A DEUX ET TROIS SOMMETS. (i) Si G est un segment & deux sommets,

1 . R .
A = (O > et le spectre de G est (1,—1). Si G est un segment a trois sommets,

10
010
A= |[101] et le spectre de G est (\/5,07 —\/5) Ce sont des cas particuliers du
010
calcul de Lagrange (§ V1.7 du semestre d’hiver).
011
(i) Si G est un triangle, A= |1 0 1] et le spectre de G est (2, —12), ol I'expo-
110

sant 2 indique que —1 est valeur propre de multiplicité 2.

(iii) Si G a 2 sommets et 0 aréte (G est non connexe), son spectre est (0?). Plus
généralement, si G possede n sommets et 0 aréte, alors A est la matrice nulle a n lignes
et n colonnes, de spectre (0").

(iv) Si G possede 3 sommets et une seule aréte (G est non connexe), sa matrice
10

0 0] et son spectre est (1,0, —1).

0

0
d’adjacence est A = |1
000
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Plus généralement, si G = (V, E) est une réunion disjointe de deux graphes non
vides, c’est-a-dire s’il existe une partition de V' en deux sous-ensembles disjoints Vi, V5
tels que toute aréte e € F ait ses deux extrémités dans V) ou ses deux extrémités dans Vs,
alors le spectre de GG est la réunion des spectres des sous-graphes GGy et Go, déterminés
respectivement par V; et V5. Ceci réduit essentiellement 1’étude des spectres de graphes
au cas des graphes connexes.

3. Exemple des graphes complets. Soient n > 1 un entier et K, le graphe
complet a n sommets {1,...,n}, c’est-a~dire le graphe pour lequel toute paire {x,y} C
{1,...,n} (avec & # y) est une aréte. Pour calculer le spectre de K,,, on peut procéder
comme suit.

Soit J,, la matrice n-fois-n dont tous les coefficients sont +1, et soit I,, la matrice
unité d’ordre n ; la matrice d’adjacence de K, est J, — I,,.

Un calcul immédiat montre que J? = n.J,, donc que (%Jn)2 = %Jn. La matrice %Jn,
vue comme une application linéaire de I'espace euclidien R™ dans lui-méme, est donc la
projection orthogonale de R™ sur la droite formée des vecteurs de la forme (t,t,...,1)
avec t € R. Par suite, le spectre de %Jn est (1,0 1). 11 en résulte que le spectre de
Jp— I, est (n —1,—1"71).

En résumé, le spectre du graphe complet a n sommets est (n — 1, —1"71).

4. Rappel du § IV.5 et compléments sur les mineurs. Soient K un corps, n > 1 un entier et A =

(aivj)lgi,jgn € Mp(K) une matrice carrée a coefficients dans K. Pour un entier p € {1,...,n}, un mineur principal
d’ordre p de A est un déterminant de la forme
det (ai,j); jen
ot H = {i1,...,4p} est une partie de {1,...,n} & p éléments (1 < i1 < iz < ... < ip < n). ainsi la matrice A a-t-elle
exactement
(1) n mineurs principaux d’ordre 1, qui sont ses éléments diagonaux a; ;, pour ¢ € {1,...,n},

-1 . - .
(2) % mineurs principaux d’ordre 2, qui sont
@i s
det ( “* ") = a0 —a; a4
§od T 4,50
aji @ o A
pour 4,5 € {1,...,n} avec i < j,

(3) W mineurs principaux d’ordre 3, qui sont

Qi Q5 Gk
det | aji aj; ajkr
ak,i Qk,j Qk,k
pour 4,5,k € {1,...,n} aveci < j < k,

() e

(n — 1) m mineurs principaux d’ordre n — 1, qui sont les déterminants des matrices obtenues & partir de A en effacant la
j-eme ligne et la j-éme colonne (1 < j < n),

(n) 1 mineur principal d’ordre n, qui est le déterminant de A.

Rappelons que le déterminant d’une matrice B = (b; j); ; j<n € M, (K) est donné par la formule

det(B) = Y e(0)bo(1),1b0(2).2 - bo(n)n € K. ()
oeSym(n)

Pour une matrice B(X) & coefficients dans ’anneau K[X] des polynémes & une indéterminée a coefficients dans K, la
méme formule fournit

det(B(X)) € K[X].
Soient en particulier A € My, (K) et B = XI,, — A. Les formules ci-dessus montrent que det(X I, — A) est un polynéme
de degré n, c’est-a-dire un polynéme de la forme

det(XIn —A) = X"+ 1 (A)X" 4 ea(A)X" 24+ +en1(A)X + cn(A)


http://www.unige.ch/math/biblio/polycops/hiver.pdf#extrefIV.5
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ot c1(A),...,cn(A) €K

Pour p € {1,...,n}, le coefficient c,(A) de X™ P provient de termes qui, dans l’analogue du développement (x)
pour X I, — A, contient exactement
n — p termes diagonaux X — aj; iy,-..,X — @i, i, _, €6 p autres termes,

c’est-a-dire des termes correspondant aux permutations o € Sym(n) telles que o(i1) = i1, ..., 0(in—p) = in—p.

Lorsque n — p = 1, on a simplement

n
c1(A4) = —Zam = —trace(A).
i=1

Lorsque n — p = 2,

2
c2(4) = (1) Z €(0)a0(i),i%(5),j-
1<i,j<n
i<J
Pour 4, j fixés, la permutation o, qui est a priori une permutation des entiers {1,...,n} fixant tous les entiers distincts
de i et j, peut étre vue comme une permutation de I’ensemble & deux éléments {i,j}; par suite

w= 3 (2 2)
est la somme de tous les mineurs d’ordre 2 de A.
De méme —c3(A) est la somme de tous les mineurs d’ordre 3 de A, etc.
Il est évident que le terme constant du polynéme det(X1I, — A) est (—1)" det A. En résumé :
PROPOSITION. Le polyndme caractéristique d’une matrice A € Mp(K) est égal a
det(XTIp, — A) = X™ —trace(A) X" 4+ co(A) X2 ...
Fep(A)X" P 4+ +ep—1(A)X + (—1)" det(A)

ot (—1)Pcp(A) est la somme de tous le mineurs principaux d’ordre p de A, pour p € {1,...,n}.

Dans cet énoncé, on a écrit — trace(A) au lieu de c1(A) et (—1)" det(A) au lieu de ¢y (A).
Pour toute matrice inversible S € GL(n,K), on a évidemment
det(XI, — A) = det(S(XI, — A)S™1) = det(XI, — SAS™1).

En particulier, s’il existe une matrice S € GL(n, K) telle que SAS™! = diag()1, ..., \n), la somme des mineurs princiaux
non nuls d’ordre p de A est égale & la somme des mineurs principaux non nuls d’ordre p de diag(A1, ..., An), c’est-a-dire
a la somme des produits de p valeurs propres de A.

COROLLAIRE. Awvec les notations de la proposition, on suppose de plus que A posséde n valeurs propres A1, ..., An
dans K. Alors

P = Y Ay,

1<i1<...<ip<n

ot la somme porte sur tous les sous-ensembles a p éléments de {1,...,n}.

5. PROPOSITION. Soit G un graphe a n sommets et
P(T) =T +c1T" 1+ T 2 43T 3+ ... 4cp
son polynéme caractéristique. Alors :
c1 =0,

—cg est le nombre d’arétes de G,

—c3 est deux fois le nombre de triangles de G.

EXERCICE PRELIMINAIRE A LA PREUVE : vérifier la proposition 5 lorsque G est un triangle.

REMARQUE. Il est possible de «continuer» ; par exemple, c4 est le nombre de paires d’arétes disjointes moins deux

fois le nombre de cycles de longueur 4 dans G.

RAPPEL. Les coefficients ¢; du polynéme P de la proposition 5 s’expriment facilement en termes des valeurs propres
du graphe; par exemple, —c; est la somme des valeurs propres de G.

PREUVE. Pour tout p € {1,...,n}, le nombre (—1)P¢, est la somme des mineurs principaux d’ordre p de la matrice
d’adjacence A du graphe G. On peut donc raisonner comme suit.
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(i) Comme les termes diagonaux de A sont tous nuls, on a ¢; = 0.

(ii) Comme les mineurs principaux de A & 2 lignes et colonnes qui sont non identiquement nuls sont de la forme

et correspondent bijectivement aux arétes du graphe, on a bien

01
10

(—1)%2¢2 = —(nombre d’arétes).

(iii) Pour les mineurs principaux de A & 3 lignes et colonnes qui sont non identiquement nuls, il y a & permutation
pres des lignes et colonnes trois possibilités qui sont

010
100
000

et

)

[E— )

011
100
100

=N
O = =

Les deux premiers déterminants sont nuls, et le troisiéme vaut 2.

Ce troisieme cas correspond a trois sommets mutuellement adjacents dans le graphe, de sorte que

(=1)3c3 = 2(nombre de triangles). |

6. Définitions. Soit G = (V, E) un graphe. Le degré d'un sommet = € V est le
nombre d’arétes de la forme {z,y} dans E. Le degré mazimum de G est le maximum
Amaz(G) des degrés des sommets de G. Un graphe G est régulier si tous ses sommets
ont le méme degré, et régulier de degré k si de plus ce degré est k.

Le rayon spectral de G, noté \,..(G), est la plus grande valeur absolue de valeur
propre de la matrice d’adjacence de G.

7. THEOREME. Soit G = (V, E) un graphe conneze.

(i)  Le rayon spectral et le degré maximum satisfont U'inégalité Aoz (G) < dpas(G).
(i) Si G est régulier de degré k, alors Apae(G) = k.
(ili) Si G est connexe, alors Apa.(G) est une valeur propre simple de G.
PREUVE, DANS LE CAS PARTICULIER D’UN GRAPHE REGULIER DE DEGRE k (DONC
TEL QUE Aoz = k)

(i) Soit A une valeur propre de G et f € C(V') une fonction propre correspondante.
Soit zg € V' un sommet tel que |f(x,)| > |f(z)| pour tout x € V'; quitte a remplacer f
par —f, on peut supposer f(xg) > 0. Alors

Af (o) = (AN = |3 Fw)| < S IFW < kf (o)
Yy~ Yy~
car la somme ), contient k termes, et par suite |A[ < k.

(ii) La fonction constante de valeur 1 est une fonction propre de A de valeur propre
k (que le graphe G soit connexe ou non).

(iii) 11 s’agit de montrer que, si G est connexe, toute fonction propre de valeur propre
k est constante. Soit a nouveau xg € V' un point ot une telle fonction f est maximum;
on peut de nouveau supposer f(zg) > 0. Comme

ko) = 3 ()
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on a nécessairement f(y) = f(xg) pour tout y € V entrant dans la somme, c’est-a-dire
tel que {z,y} € E. On montre ainsi de proche en proche que f(z) = f(xo) pour tout
zeV. 0

REMARQUE. Il est facile de vérifier que, si G est un graphe k-régulier non connexe,
alors k est une valeur propre multiple de G.

PREUVE DANS LE CAS GENERAL. Cela résulte d’un théoréme de Perron-Frobenius

qu’on trouve par exemple au chapitre XIII d'un livre de F.R. Gantmacher, The theory
of matrices, Volume two, Chelsea 1959. O

8. Exercice. On considere les deux matrices

010000 010100
101100 100100
010110 000100
011010 et 111011
001101 000101
000010 000110

Dessiner les graphes correspondants, et vérifier qu’ils ne sont pas isomorphes. (Cela fait
partie de I'exercice de formuler une définition raisonnable de «graphes isomorphes» .)

Vérifier ensuite que ces deux graphes ont le méme polynome caractéristique, qui est
TC —7T* — 4T3 +7T* + 4T — 1,

et donc aussi méme spectre.

9. Définition. Un graphe G = (V, E) est biparti s’il existe une partition de V' en
deux sous-ensembles V;, Vi disjoints non vides (penser a une coloration des sommets en
deux couleurs) telle que toute aréte e € E ait une extrémité dans V; et 'autre dans V7.

EXEMPLES DE GRAPHES BIPARTIS : un segment, un carré, les sommets et les arétes
d’un cube ; plus généralement, tout graphe dans lequel tous les circuits sont de longueurs
paires (c’est une proposition facile & montrer).

EXEMPLES DE GRAPHES NON BIPARTIS : un triangle et plus généralement un graphe
complet a n > 3 sommets, les sommets et les arétes d’'un octaedre, un pentagone; plus
généralement, tout graphe contenant un circuit de longueur impaire.

10. THEOREME. Soit G un graphe connexe.

(i) St G est biparti, pour toute valeur propre X de G, le nombre —\ est aussi valeur
propre ; en particulier, —\,,q. est valeur propre de G.

(il) S —Amaz(G) est une valeur propre de G, alors G est biparti.

PREUVE DE (i). Soit f € C(V), f # 0, une fonction propre de valeur propre \ :
Zf(y) = Af(z) pour tout z€V.

Y~
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Soit V' = Vi [[ Vi; comme dans la définition 9, et soit g € C(V) la fonction définie par
g(x) = f(x) pour x € Vi, g(z) = —f(z) pour & € Vir. On vérifie que Ag = —A\g. [Ceci
n’utilise pas I'hypothese de connexité.|

PREUVE DE (ii), DANS LE CAS PARTICULIER OU G EST REGULIER DE DEGRE k,
ET OU PAR SUITE A,4.(G) = k. Soit f : V. — R une fonction non nulle telle que
Af = —kf. On choisit un sommet z € V tel que |f(x)| > |f(y)| pour tout y € V;
quitte a remplacer f par (1/f(z))f, on peut supposer que f(x) = 1. Si yy,...,yx sont
les sommets voisins de x, on a

k
(Af)(@) = —kf(z) = =k = > _ f(y))
j=1
k k
> Fw)l <D 1)l <k
=1 =1
et par suite f(y1) = ... = f(yx) = —1. On montre de proche en proche que, pour
tout sommet z € V, on a ou bien f(z) = 1 et f(v) = —1 pour tout voisin v de z, ou
bien f(z) = —1 et f(v) = 1 pour tout voisin v de z. Le graphe G est donc biparti,
avec sous-ensembles V; et Vi de V respectivement définis par les équations f(z) =1 et
f(z)=—L1 O

La proposition 5 et les théoremes 7 et 10 montrent qu’il y a des liens étroits entre
le spectre d'un graphe et ses propriétés géométriques. Le résultat de 1'exercice 8 montre
que le spectre d’un graphe ne caractérise pas completement le graphe lui-méme. Dans la
fin de ce chapitre, nous allons présenter un autre de ces liens, découvert plus récemment
et qui est encore I'objet de recherches fondamentales. La matiere qui suit ne fait pas
partie du programme d’examen.

11. Définition. Soit G = (V, E) un graphe fini connexe. Pour tout sous-ensemble U de V, on définit le bord 8U de
U comme le sous-ensemble de E formé des arétes de la forme {z,y} avec z € U et y ¢ U.

La constante isopérimétrique de G est le nombre
. [1oU] Vi }
h(G) = min¢ —— : UCV,0<|U| < —
(©) = min {12 o< ¥
ou |8U]|, |U| et |V| désignent respectivement les nombres d’éléments de 9U, U et V.

Si G est vu comme un circuit de transmission, la grandeur de h(G) mesure la qualité de G & transmettre de
I'information.

Si G = Cy, est le circuit & n > 4 sommets, on vérifie que h(Cr) = 2/[n/2] = 4/n. Exercice : évaluer h(G) lorsque
G = K, est le graphe complet a n sommets.

12. Probléeme fondamental. Construire explicitement des suites infinies
(Gm = (Vm, E”n))le

de graphes finis connexes, tous réguliers d’un méme degré k, avec limy,— o0 |Vin| = 00 et
lim inf,— o0 h(Gm ) strictement positif.

13. Notation. Il se trouve qu’il n’est pas facile de controler directement la constante h(G) d’un graphe G; on
préfere introduire le nombre w1 (G) défini ci-dessous, et tirer profit du théoréeme 14.

Soit G = (V, E) un graphe fini connexe régulier de degré k; on note u1(G) la plus grande des valeurs propres de G
qui sont strictement inférieure & k. Par exemple, si G est un triangle, pu1(G) = —1. (La plupart du temps, on a néanmoins
u1(G) > 0.)
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14. THEOREME. Soit G = (V, E) un graphe fini conneze et régulier de degré k. Alors

P2 < we) < VEG = m(©)).

PREUVE. Voir par exemple le chapitre 3 dans le livre de Y. Colin de Verdiére, Spectres de graphes, Cours spécialisé
N° 4, Soc. Math. France, 1998. O

Le résultat suivant, dii & Allon et Boppana, date du milieu des années 1980.

15. THEOREME. Etant donné un entier k > 3 et une famille (Gm = (Vin, Em)),,>1 de graphes finis connexes
réguliers de degré k tels que limp— oo |[Vin| = 00, on a

liminf 1 (Gm) > 2VE — 1.
m—00

La terminologie suivante est motivée par des travaux importants de la premiere moitié du siecle en arithmétique.

16. Définition. Un graphe fini connexe G = (V, E) régulier de degré k est un graphe de Ramanujan si toute valeur
propre p de G distincte de k et de —k satisfait
ul < 2vE— 1.

Il résulte du théoréme 15 que, pour un graphe de Ramanujan G de degré k, la constante isopérimétrique satisfait I'inégalité

hG) > 1 (k—2vE—1).

17. Reformulation du probléeme fondamental. Etant donné un entier k > 3, construire explicitement des suites
infinies de graphes de Ramanujan.

A la suite de nombreux travaux, on connait de telles suites pour des degrés de la forme k& = p® + 1 avec p premier
et a entier (de sorte que k — 1 est 'ordre d’un corps fini).

18. Probleme ouvert. Existe-t-il des suites infinies de graphes de Ramanujan pour d’autres degrés, par exemple
pour le degré k =77

Les graphes de Ramanujan ont été ’objet de nombreuses recherches ces derniéres années, a Genéve et a Neuchatel
notamment. Voir par exemple

A. Lubotzky et T. Smirnov-Nagnibeda, Not every uniform tree covers Ramanujan graphs, Journal of Combinatorial
Theory B (1999).

A. Valette, Graphes de Ramanujan et applications, séminaire Bourbaki 829, mars 1997.

G. Davidoff, P. Sarnak et A. Valette, Elementary number theory, group theory, and Ramanujan graphs, London
math. Soc. Student Texts 55, Cambridge University Press (2003).

La théorie des graphes est un sujet de recherche trés actif. Elle donne lieu chaque année & un nombre considérable
d’articles et de livres, parmi lesquels il n’est pas facile de repérer les résultats les plus importants et les arguments les plus
élégants. J’aimerais terminer ces notes en recommandant la lecture d’un livre récent M. Aigner et G.M. Ziegler, Proofs

from THE BOOK, Springer 1988 dont la cinquiéme et derniere partie traite de théorie des graphes (apres : théorie des

nombres, géométrie, analyse, combinatoire). Le livre se réfere & un personnage unique des mathématiques du XXeme
siecle, Paul Erdos (1913-1997). La derniére liste de ses publications que j’ai vue comptait 1542 entrées! Il aimait & parler
du LIVRE, dans lequel Dieu conserve les preuves parfaites des théorémes mathématiques (il n’y a pas de place durable
pour les mathématiques laides). Erdos disait aussi qu’il n’est pas nécessaire de croire en Dieu, mais qu’un mathématicien
devrait croire en le LIVRE. Paul Erdos s’était enthousiasmé pour tenter une trés modeste approximation du LIVRE, et
en avait suggéré de nombreuses pages. La publication de Aigner et Ziegler est, pour 'instant au moins, ’achévement de
ce projet.
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