Chapitre 1
Espaces Métriques, Suites

Jusqu’au milieu du XIX®™€ siecle, les notions d’espaces et de fonctions continues
semblaient naturelles. Cependant, I’exigence d’une rigueur croissante et ’apparition de
certaines contradictions ont entrainé une axiomatisation de certaines notions. C’est ainsi
qu’est apparue la notion précise de distance et d’espace métrique due principalement
a Fréchet (1906). Cette notion répondait aux besoins des géometres pour qui cette
notion de distance est liée intrinsequement a la notion de voisinage et de proximité, et
répondait aussi aux besoins des analystes pour qui cette notion permettait de donner une
caractérisation rigoureuse de la notion de suites convergentes et de fonctions continues.

1. Généralités.

1.1. Notions de distance.

* 1.1.1. Définition. Soit E' un ensemble non vide. On dit que d est une distance sur
E si et seulement si d est une application de E? dans R, telle que :

(i) V(z,y) € E?, dz,y)=0 & =y (séparation)
(ii) V(x,y) € E?, d(z,y) =d(y,z) (symétrie)
(iti) V(w,y,2) € B3, d(x,2) <d(z,y) +d(y,z) (inégalité triangulaire)

Dans ce cas, on dit que (E,d) est un espace métrique.

* 1.1.2. Propriétés.
L V(Iﬂl, RS .’L‘/,,/) € En7 d(xh xn) < Z;L;ll d(.’lﬂ‘“ {137;+1)
o V(x,y,2) € E, d(z,y) > |d(x, z) — d(z,y)| (deuxieme inégalité triangulaire)
e Si d est une distance alors, pour tout A € R, Ad est une distance.

Preuve. Nous ne prouverons que le deuxiéme point (les deux autres font l'objet de
lexercice 1.1). Cette inégalité est importante, et est presque aussi utile que I'inégalité
triangulaire.

Soient donc z,y et z dans E. L’inégalité triangulaire nous donne d(z,z) <
d(.’lﬁ, y) + d(y7 2)7 ce qui imphque que d(.’l?, y) = d(:l), Z) o d<y7 Z)
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D’autre part, I'inégalité triangulaire nous donne aussi d(z,y) < d(z,z) + d(z,y), ce
qui implique donc que d(z,y) > d(y, z) — d(x, z) ; d’ou le résultat. O

* 1.1.3. Exemples.
e Si F est un ensemble quelconque non vide, et si pour = et y éléments de F, on pose

1 siz
d(x’y):{o sixjggj

alors (F,d) est un espace métrique. (Exercice 1.2). On dit que d est la distance
discréte sur E.

e Si, pour z et y dans R, on pose d(z,y) = |z —y|, alors (R, d) est un espace métrique
(Exercice 1.3).

e Si, pour x = (x1,...,z,) ER" et y = (y1,...,y,) € R", on pose

d(x,y) = \/(1’1 - y1)2 + et (xn - yn)27

alors (R",d) est un espace métrique. On dit que d définit la métrique euclidienne

sur R".

La séparation et la symétrie sont laissées en exercice au lecteur.

La démonstration de l'inégalité triangulaire utilise l'inégalité dite de Cauchy-
Schwarz : si pour x et y dans R”, on note

n
b= ae0) - (347)
i=1
alors, pour tous = et y dans R", on a :

(=, )] < llzll2]lyl2- (CS)

Pour prouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on utilise le fait que, si x et y sont fixés,
alors I'application ¢ qui & t € R associe p(t) = ||z + ty||3 est positive ou nulle. Tout
d’abord, si y = 0, 'inégalité (CS) est claire. Supposons donc y # 0.

Un calcul direct nous donne que

S

n
i=1

e(t) = (v +ty, o + ty) = 2y, y) + 2t(z,y) + (z,z) = ||y||3 + 2t({z, ) + ||z|3.

©(t) est donc un polynome en ¢ de degré deux, positif ou nul. Cela entraine que le
discrimant de ce polynome est négatif ou nul, soit encore

2
Az, y)” — 4]yl < 0.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz découle alors de cette derniere inégalité.
Montrons maintenant I'inégalité triangulaire. Pour tous u,v dans R", on a :

lu+olld = lull3 + 2{u,v) + [[v]3

IA

lull3 + 2]|ull2l|vll2 + [[oll3  (par Cauchy-Schwarz)
= (llullz + [lvll2)*.
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Sion pose u=1x—1y et v=y— z, ceci donne
|z = z[|2 < [lz = yll2 + [y — 2]l2,
d’ou 'inégalité triangulaire. O

e On peut généraliser les deux exemples précédents en introduisant la notion de
distance associée a une norme.
Soit E un espace vectoriel sur le corps K (égal a R ou a C). On dit que 'application
qui a z dans F associe ||z|| € Ry est une norme sur E si et seulement si :

(i) VrekFE, ||| =0 <& =0

(1) V(A x)e Kx E, |[Az| = |\l (homogénéité)

(iti)  V(z,y) € B2, |o+y| < |zl +ly]| (inégalité triangulaire)
Dans ce cas, si pour x et y dans E, on pose d(z,y) = || — y||, alors (F, d) est un espace
métrique (Exercice 1.4). On dit que d est la distance associé a la norme || - ||. Les

paragraphes suivants vont développer cette notion de distance associée a des normes.

1.2. Les distances associées aux normes || - ||, dans K" pour 1 < p <
+00.

On rappelle que, dans tout ce qui suit, K est le corps des réels ou le corps des complexes.

1.2.1. Définition. Pour p > 1 et x € K", on pose

P

n
2l = Zx p et |||l = max |z
I, (| m) Ielloe = el

La justification de ces notations est donnée par la proposition suivante laissée en exercice
(¢f. Exercice 1.5):

1.2.2. Proposition. Pour x € K", on a :

Tim ol = 2]

Enfin, nous avons le théoreme fondamental suivant :

x 1.2.3. Théoréeme. Pour 1 < p < 400, les espaces (K", || - ||,) sont des espaces
vectoriels normés.

Preuve. Pour prouver ce théoreme, nous avons besoin des lemmes suivants.

1.2.4. Lemme. Si a et b sont des réels positifs ou nuls et si p et q sont des réels
strictement supérieurs a 1 tels que % + % =1 alors

a? bl
ab < — + —.
b q
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Preuve du lemme 1.2.4. Sil'un des réels a ou b est nul, 'inégalité est claire.
Supposons donc que a et b sont strictement positifs. On a :

ab =exp(lna+ Inb)

1 1
= exp (— Ina? + — lan>
p q

1 1
< —exp(Ina’) + —exp (Inb?) (car R 5 z +— expx est convexe)
p q

a? bl

Y

p q

ce qui prouve le lemme 1.2.4. O
Une autre preuve (n’utilisant pas ’argument de convexité) est l'objet de 'exercice
1.6.

1.2.5. Lemme (Inégalité de Holder). Soient aq,...,a, et by,..., b, des réels positifs
ou nuls. Soient p et q des réels strictement supérieurs a 1 tels que ]l)—i— 1 —=1. On a alors

l'inégalité suivante : !
n n n
(4 (54
i=1 i=1 i=1

Preuve du lemme 1.2.5. Si les a; sont tous nuls, c’est clair. De méme si tous les b; sont
nuls.
Supposons donc que les a; ne sont pas tous nuls et que les b; non plus. Considérons

le nombre
b,
A= Z e
i1 N (S b9

ST
<=

Q=

D’apres le lemme précédent, on a :

1o
4 <Z< Lla/ qZle)
ai

1 1
p q

L’inégalité de Holder en découle. O

* 1.2.6. Lemme (Inégalité de Minkowski). Soient ay,...,a, et by,..., b, des réels
positifs ou nuls. Soit p un réel supérieur ou égal a 1. On a alors l'inégalité suivante :

(Ewewr) < () ()

Preuve du lemme 1.2.6. Si p =1, 'inégalité de Minkowski est claire.



Espaces métriques, suites. 31

Supposons donc p > 1. Si on pose ¢; = a; + b;, alors on a :

icﬁ’ = iaic?_l + ibbcg)_l
1=1 =1 1=1

Posons alors ¢ = p/(p — 1), si bien que 119 + % = 1. On applique ensuite 'inégalité de
Holder a chacune des deux sommes du membre de droite dans 1’égalité ci-dessus et on
obtient :

1 p—1

o) (59) - (8) (&)

Et donc, en divisant les deux membres de cette inégalité par

M=
S
[\
0~
M s
@
v

p—1

(=)

et en remarquant que 1 — (p — 1)/p = 1/p, on obtient I'inégalité de Minkowski. O
Revenons maintenant a la preuve du théoreme 1.2.3. L’inégalité de Minkowski

valable pour p > 1 entraine que || - ||, est une norme (vérification laissée en exercice
au lecteur). Il reste a traiter le cas ot p = +oo. Pour cela on remarque que, si aq, ..., a,
et si by,...,b, sont des réels positifs, alors
Vi=1,...,n a; +b; < max a; + max bi,
ie{l,..n} ie{l,...
et donc

max (a; +b;) < max a; + max b,
i=1,...,n i€{l,..n} ie{l,..n}

ce qui implique I'inégalité triangulaire et prouve donc le théoreme 1.2.3. O
1.3. Ensembles bornés et fonctions bornées.

1.3.1. Définition. Soit (F,d) un espace métrique et A C E. On dit que A est bornée
si et seulement si
Jda€e E, JIr>0, AcC B(a,r).

On appelle diamétre de A et on note §(A) le nombre

sup d(z,y).
(z,y)eA?

(le sup valant éventuellement +00).
Soit f: X — (E,d). On dit que f est bornée si et seulement si f(X) est bornée.

Nous avons alors la proposition suivante :
1.3.2. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique et A C E. A est bornée si et

seulement si
YVae E, JIr>0, AcC B(a,r)



32 Chapitre 1.

et si et seulement si
d(A) < +o0.

Preuve. Exercice 1.7.

1.4. Distance d’un point & un ensemble, d’un ensemble a un
autre.

1.4.1. Définition. Soit (F,d) un espace métrique, A et B deux parties de E et x € E.
On appelle distance de = a A et on note d(x, A) ou encore d4(x) le nombre

infd(z,y).

Enfin, on appelle distance entre A et B et on note d(A, B) le nombre

inf d(z,y).

r€A, yeB

1.4.2. Remarque et propriétés.

e Bien faire attention que, malgré son nom, la distance entre ensembles n’est absolu-
ment pas une distance !! Par exemple, si E =R et si A =1[0,1] et B = [1,2] alors
d(A, B) =0 et pourtant A # B.

e On a aussi d(A, B) = inf,cq dp(x) = infep da(y).

Preuve. Exercice 1.8.

2. Topologie asociée a une distance.

Dans ce paragraphe, (F, d) sera un espace métrique. On se propose de s’intéresser a
la géométrie de E. Pour cela, nous allons définir des ensembles remarquables qui seront
les boules ouvertes et fermées ainsi que les ouverts et les voisinages de points.

2.1. Boules ouvertes et fermées.

x 2.1.1. Définition. Soit a € E et soit r > 0. On appelle boule ouverte (resp. fermée) de
centre a et de rayon r et on note B(a,r) (resp. B'(a,r)) Pensemble {z € E, d(a,z) < r}
(resp. {z € E, d(a,x) <r}).

Dans ce qui suit, on appellera systématiquement boule toute boule ouverte. Seules
les boules fermées seront désignées par le terme boule fermée.

2.2. Ensembles ouverts.

* 2.2.1. Définition. Soit U un sous-ensemble de E. On dit que U est un ouwvert si et
seulement si :

Ve e U, Je > 0, B(z,e) C U.
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On a alors la proposition suivante :

* 2.2.2. Proposition. Toute boule est un ouvert.

Preuve. Soit une boule B(a,r) de centre
a € E et de rayon » > 0. Montrons
que c’est un ouvert. Pour cela, il suffit de
montrer que si z € B(a,r), alors il existe
e > 0 tel que B(z,¢) C B(a,r).

Soit donc x dans B(a,r). Posons ¢ =
r—d(a, ). Par définition, on a d(a,z) < r
donc € > 0.

Montrons que B(zx,¢) C B(a,r). Soit
donc y € B(z,¢). L’inégalité triangulaire
nous donne d(a,y) < d(a,x) + d(z,y) <
d(a,z) +e = r, et donc y € B(a,r), ce
qui prouve donc que B(z,e) C B(a,r) et
termine la preuve de la proposition. O

En particulier, dans R muni de la distance usuelle, tout intervalle ouvert ]a, 8] est un
ouvert car c’est la boule ouverte de centre 3(a+ 3) et de rayon 1(8— ). La proposition
suivante rassemble quelques unes des propriétés fondamentales des ouverts :

* 2.2.3. Proposition.
o () et E sont des ouverts.
o Si (Uj)icr est une famille d’ouverts, alors Uensemble | J;,.; U; est un ouvert.

o Si (Ui)icqr,..n} est une famille finie d’ouverts, alors Uensemble (;_; U; est un ouvert.

Preuve. La propriété caractérisant les ouverts est trivialement vérifiée pour I’ensemble
vide car il ne contient aucun élément. Elle est aussi trivialement vérifiée pour E car,
pour tout x € E et pour tout r > 0, la boule de centre z et de rayon r est incluse dans
E (on rappelle que, par définition, la boule de centre z et de rayon r est ’ensemble des
y € E tels que d(x,y) < r). Le premier point est donc prouvé.

En ce qui concerne le second, soit x € | J;.; U;. Montrons qu'’il existe € > 0 tel que
B(z,¢) € Ue; Us

Soit donc iy € I tel que x € U;,. Comme U;, est ouvert, on en déduit qu’il existe
e > 0 tel que B(z,e) C Uj,. Et comme U;, C |J;; Ui, on en déduit que B(z,¢) C U,¢; Ui,
ce qui prouve le deuxieme point.

Enfin, en ce qui concerne le troisitme point, soit # € (;_; U;. Comme, pour tout

i € {1,...,n}, U; est un ouvert et que z € U;, on en déduit qu’il existe ; > 0 tel
que B(z,g;) C U;. Soit alors € = infic(;, 36 Comme les g; sont en nombre finis,
on en déduit que € > 0. De plus, comme pour tout ¢ € {1,...,n}, ¢ < g, on a

B(z,e) C B(z,g;) C U;, ce qui montre que B(z,e) C (), U; et termine la preuve du
troisieme point. O
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2.2.4. Remarque. Attention ! le troisieme point tombe en défaut si on ne suppose plus
que la famille est finie. Par exemple, dans R muni de la métrique usuelle, les ensembles
| —1/n,1/n| sont ouverts, mais leur intersection {0} n’est pas ouverte.

2.3. Voisinages.

La notion de voisinage est importante et est liée de maniere plus intime a la notion de
“proximité”.

* 2.3.1. Définition. Soit x € F et V C E. On dit que V est un voisinage de x et on
note V' € V(x) si et seulement si il existe € > 0 tel que B(x,e) C V.

On a alors les propositions suivantes dont les preuves sont laissées en exercices :

2.3.2. Proposition.

YV eV(a), acV.

YV eV(a), YW eP(E), VcCV = V eVa).

vV, V' eV(a), VNV eV(a).

YW eV(a), U e€V(a), YoeE, belU = VeV().

Preuve. Exercice 1.9.

2.3.3. Proposition. Un sous-ensemble U est ouvert si et seulement si U est voisinage
de chacun de ses points.

Preuve. Exercice 1.10.

3. Adhérence. Intérieur. Extérieur.

Dans ce qui suit (F,d) est toujours un espace métrique.

3.1. Points adhérents.

* 3.1.1 Définition. Soit A C F et a € E. On dit que a est adhérent a A si et seulement
Si:

Ve > 0, B(a,e)NA#0.
On note A I’ensemble des points adhérents & A et on I'appelle adhérence de A.
Par exemple, pour A =]0,1[C R ou R est muni de la topologie usuelle, on a 0 et 1 qui
sont dans A. De méme, si B = R*, on a 0 € B. Intuitivement, dire que z € A c’est dire
que soit € A ou bien z est “au bord de A”.

On a la proposition suivante, reliant les notions d’adhérence et de voisinage :

3.1.2. Proposition. a € A si et seulement si E\ A n'est pas voisinage de a.
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Preuve. En effet, si '\ A est un voisinage de a, alors il existe ¢ > 0 tel que B(a,e) C F\ A,
ce qui implique que B(a,e)NA = () et donc a ¢ A. Réciproquement, si E'\ A n’est pas un
voisinage de a, alors pour tout € > 0, B(a,e) ¢ E\ A ce qui entraine que B(a,e)NA # ()
et donc que a € A. O

Voici quelques propriétés immédiates de ’adhérence :

* 3.1.3. Proposition. Soient A et B deux parties de E. On a alors :
e ACA.
e ACB =— ACB.

e A=A.

Preuve. Pour le premier point, on remarque que si a € A et st e > 0, alors B(a,¢)
contient a € A et donc B(a,e) N A # () ce qui implique que a € A.

Pour le second, supposons que a € A et montrons que a € B. Soit € > 0. Comme
a € A, on a B(a,e) N A # . Soit donc z € B(a,e) N A. Comme A C B, on a donc
x € B(a,e) N B, ce qui montre que B(a,e) N B # (), et prouve le deuxiéme point.

Le troisieme point est un peu plus délicat. Tout d’abord, le premier point montre
que A C A et le second point montre que A C A. Il reste donc & montrer que A C A
pour conclure.

Soit © € A. On veut montrer que x € A. Il suffit donc de montrer que, pour tout
e>0, B(x,e)NA#0.

Soit € > 0. Comme z € A, on en déduit que AN B(z,¢&) # 0.

Soit alors y € AN B(x,¢). Posons ¢/ = ¢ —d(y,z). Onac > 0et B(y,e)NA#D
car y € A.

De plus, on a : B(y,e’) C B(x,e) ; en effet, si z € B(y,¢’), on a d(z,z) <
d(z,y)+d(y, z) < d(z,y) +& =¢, donc z € B(z,¢).

On en déduit donc que B(y,e’) N A C B(z,e) N A, et donc que B(z,e) N A # ()
puisque B(y,e’) N A # (. Ce qui termine la preuve de la proposition. O

3.2. Ensembles fermés.

* 3.2.1. Définition. Soit A un sous-ensemble de E. On dit que A est fermé si et
seulement si A = A.

De maniere intuitive donc, dire que A est fermé, c’est dire que A contient les points du
bord.

Nous avons la proposition suivante qui donne une autre caractérisation du caractere
fermé d’un ensemble.

* 3.2.2. Proposition. Un ensemble A est fermé si et seulement si le complémentaire
E\ A de cet ensemble dans E est ouvert.
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Preuve. En effet, A est fermé si et seulement si A = A. Comme A C A, ona A= Asi
et seulement si A C A, soit si et seulement si £\ A C E\ A. Or

ENACE\A & VzeE\A x¢A
& VYre E\A, FE\ Aestun voisinage de x (grace a (3.1.2))
& E\ A est ouvert (grace a (2.3.3))

ce qui prouve la proposition. O
Nous avons aussi la proposition importante suivante :
% 3.2.3. Proposition. A est le plus petit fermé contenant A.

Preuve. En effet, si F est un fermé contenant A, on a A C F =F. De plus, A est fermé
car A = A, et contient A. O

* 3.2.4. Proposition.
e () et E sont des fermés.
o Si (Fj)icr est une famille de fermés, alors lensemble (;; Fi est un fermé.
o Si(F)icq1,..n) est une famille finie de fermés, alors I’ensemble Ui, Ui est un fermé.

Preuve. Le premier point découle du fait que les complémentaires de E et de ) sont
ouverts grace a 2.2.3.
Le second point découle de la proposition 2.2.3 et de I'égalité suivante laissée en

exercice (exercice 1.11.) :
E\ (ﬂF) U E\F).

el el
Enfin le troisieme point découle encore de la proposition 2.2.3. et de 1’égalité suivante
(laissée aussi en exercice) :

* 3.2.5. Définition. Soit (F,d) un espace métrique. Soient A et B deux parties de E.
On dit que A est dense dans B si et seulement si B C A.

Lorsque B = F, c’est a dire lorsque A est dense dans E, on dit parfois que A est
partout dense.

On dit que E est séparable si et seulement si il existe une partie dénombrable dense
dans F.

* 3.2.6. Propriétés et Remarques.
e A est dense dans B si et seulement si, pour tout x dans B, pour tout voisinage V.
de x, V intersecte A.
e Si A est dense dans B et si B est dense dans C, alors A est dense dans C'.
e A est partout dense si et seulement si tout ouvert non vide de E rencontre A.

Preuve. Exercice 1.12.
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3.3. Intérieur.

* 3.3.1. Définition. Soit A C E. L’intérieur de A est la réunion de tous les ouverts
contenus dans A. On le note A ou encore Int A.

* 3.3.2. Proposition. A est le plus grand ouvert contenu dans A.

Preuve. En effet, A est un ouvert contenu dans A. De plus, si U est un ouvert contenu

dans A, alors par définition, U C A . O

* 3.3.3. Proposition. On a : E\A =FE\ A

Preuve. Exercice 1.13.
3.4. Extérieur et frontiere.

3.4.1. Définition. Soit A un sous-ensemble de F et x un point de F. On dit que x
est extérieur & A si et seulement si x est intérieur & £\ A. On note Ext A et on appelle
extérieur de A 'ensemble des points extérieurs a A. Autrement dit, Ext A =Int (E\ A).

* 3.4.2. Définition. Soit A une partie de E et x dans FE. On dit que x est un point
frontiéere de A si et seulement si x est adhérent & A et & E\ A. On appelle frontiére de
A et on note Fr A ou encore 0A I’ensemble des points frontieres de A.

3.4.3. Proposition. Si A est un sous-ensemble de E, alors Ext A, Int A et A forment
une partition de E. De plus 0A = A\ A°.

Preuve. Exercice 1.14.
3.5. Points d’accumulation.

3.5.1. Définition. Soit A une partie de F et x dans E. On dit que = est un point isolé
de A si et seulement si il existe V' un voisinage de x tel que VN A = {z}.

On dit que x est un point d’accumulation de A si et seulement si tout voisinage V
de x contient un point de A différent de x.

On dit que A est discret si et seulement si tous les éléments de A sont isolés.

Par exemple, si A = {%, n € N*} C R, alors A n’a qu'un seul point d’accumulation qui
est 0. Tous les points de A sont isolés donc A est discret.

3.5.2. Propriétés et remarques.
o x est un point d’accumulation de A si et seulement si tout voisinage de x contient
une infinité de points de A.
o Six est un point isolé de A, alors x est dans A.
e x est un point d’accumulation de A si et seulement si x € A\ {z}.
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o A est la réunion disjointe de l’ensemble des points d’accumulation de A et de
I’ensemble des points isolés de A.

e FExplication du mot “discret” : Un espace métrique muni de la topologie discrete est
discret car pour tout x dans E, {x} est ouvert donc voisinage de x et donc x est un
point isolé.

Preuve. Exercice 1.15.

4. Construction d’espaces métriques.

4.1. Métrique induite.

* 4.1.1. Définition. Soit (E,d) un espace métrique et F' un sous-ensemble de E. La
distance d induit naturellement une distance dr sur F par la relation : dp(z,y) = d(z,y)
pour tous z,y € F. On dit que dp est la distance induite par d sur F.

* 4.1.2. Proposition. Soit F' un sous-ensemble de E muni de la métrique induite. Les
fermés et les ouverts de F' sont exactement les traces sur F' de fermés et d’ouverts de
E. Autrement dit A C F est fermé dans F si et seulement si il existe A" fermé dans E
tel que A= A'NF. De méme, A C F est ouvert dans F si et seulement si il existe A’
ouvert dans E tel que A= A'NF.

Preuve. Montrons d’abord que si A est ouvert dans F', alors il existe A’ ouvert dans
E tel que A = A’ N F. Par définition, comme A est ouvert, pour tout z € A, il existe
gx > 0 tel que Bp(z,e,) ={y € F, dp(z,y) <e,} C A (on note Br pour bien mettre
en évidence que ce sont des boules pour la métrique induite dp et contenues dans F').

On a: A= J,cqBr(z,e;). En effet, pour tout z € A, Bp(z,e,) C A, et donc
Uyes Br(z,e.) C A. Et, pour tout « € A, € Bp(z,¢,), donc A C J,c4 Br(z,e,).

Posons A" = J,c4 B(x,e;). A’ est ouvert car c’est une réunion d’ouverts. De plus
ANF =U,es(B(x,e) N F) = U,y Br(z,e,) = A. On a donc bien prouvé que tout
ouvert de F' est la trace sur F' d’un ouvert de FE.

Il reste & montrer qu’on a le résultat analogue pour un fermé A de F. Pour cela, on
considere B = F'\ A. B est ouvert dans F. Donc, d’apres ce qui précede, il existe un
ouvert B’ de E tel que B = FNB'. On pose A’ = E\ B’. On a alors A’ qui est fermé
dans Fet ANF=(E\B)NF=(ENF)\(BNF)=F\B=A. 0O

* 4.1.3. Remarques.
e Pour tout x dans F, les voisinages de x dans I sont exactement les traces sur F
des voisinages de x dans E.
e Si une partie A de F est ouverte dans E alors elle est ouverte dans F'.
e F est ouvert dans E si et seulement si pour toute partie A ouverte dans F', A est
ouverte dans E.

Preuve. Exercice 1.16.
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4.1.4. Exemple. Par exemple, A = [—1,1] est un ouvert de £ = [—1,4o00[. On peut
par exemple écrire A = EN] — 2, 1].

4.2. Espaces métriques produits.

4.2.1. Définition. Soient (FEi,d),...,(F,,d,) des espaces métriques. Soient
(1,...,2y) €[, Ei et (y1,...,9n) € [[/-; Ei- On note, pour p > 1,

n 1/p
Dy(z,y) = (Z di(w;, yi)p>
i=1

et
Dy (z,y) = sup di(xi, y;)-

i=1,...,n

On a alors la proposition suivante :
4.2.2. Proposition. Les D; pour 1 < j < 400 sont des distances sur [[;—, E;.

Preuve. Exercice 1.17.

5. Suites.

5.1. Suites convergentes.

* 5.1.1. Définition. Soit (F,d) un espace métrique et (u,), une suite d’éléments de
E. On dit que (uy,), est une suite convergente si et seulement si

HeFE, VYe>0, Ing, YneN, n>ny = du,l) <e.
On dit que (uy), converge vers . On note alors limu,, = ¢ ou encore lim,,_,, u, = £.
On a aussi la caractérisation suivante dont la preuve est laissée en exercice :

* 5.1.2. Proposition. La suite (u,) converge vers { si et seulement si la suite
(d(un, £)), converge vers 0 dans R et si et seulement si, pour tout ¢ > 0, l’ensemble
{n €N, d(uy,t) > e} est fini.

Preuve. Exercice 1.18.

5.1.3. Définition. Soit (E,d) un espace métrique et (u,) une suite d’éléments de E.
On dit que (u,) est stationnaire si et seulement si

dngeN, VneN, n>ny = u, =uy,.
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5.1.4. Proposition. Toute suite stationnaire est convergente.
Preuve. Exercice 1.19.

* 5.1.5. Proposition Soit (E,d) un espace métrique. Si une suite (u,) converge vers ¢
et V', alors £ =1'.

Preuve. Exercice 1.20.
5.2. Suites extraites.

* 5.2.1. Définition. Soit F un ensemble, (u,), et (v,), deux suites d’éléments de E.
On dit que la suite (v,) est extraite de (u,) si et seulement si il existe une application ¢
strictement croissante de N dans N telle que

Vn eN, v, = Uy

* 5.2.2. Proposition. Soit (E,d) un espace métrique et (u,), une suite d’éléments de
E qui converge vers ¢ € E. Alors, toute suite extraite de (u,), converge vers {.

Preuve. Exercice 1.21.

5.2.3. Remarque. Une erreur tres classique est la suivante. Soit (u,) une suite,
(Vn)n = (Up(n))n extraite de (up)n et (wn)n = (Vym))n extraite de (vy), ol ¢ et 1 sont
deux applications strictement croissantes de N dans N. Alors, que vaut selon vous w,, en

fonction de w, 7 Uyop(n) OU bien Ugoyy) 7 I S’agit de ... ugopm). Si, si... Vérifiez le a
titre d’exercice (Exercice 1.22.).

5.3. Suites réelles.

* 5.3.1. Définition. Soit (u,), une suite de nombres réels. On dit que (uy,), tend vers
400 et on note lim,, , . u, = +00 si et seulement si :

VAeR, dngeN, VneN, n>ny = u,> A

On dit que (uy), tend vers —oo et on note lim,, . u, = —00 si et seulement si :
VAeR, dngeN, VneN, n>ny = u, <A

Voici un théoreme qui nous sera particulierement utile :

* 5.3.2. Théoréme de passage a la limite. Soit (u,), une suite de réels convergente
vers £ € R. On suppose que, pour tout n € N, on a u, > 0. Alors, £ > 0.

Preuve. Exercice 1.23.

Un autre théoreme fondamental est le suivant :
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* 5.3.3. Théoreme. Toute suite croissante majorée de nombres réels converge.

Preuve. Soit (u,), une suite croissante majorée de nombres réels. Soit A = {u,, n € N}.
Par hypothese, A est majoré et non vide. D’apres la propriété fondamentale du corps
des réels (voir chapitre 0), A posséde donc une borne supérieure s € R. Montrons que la
suite (uy), converge vers s. Tout d’abord, on remarque que, comme s est majorant de A,
alors pour tout n € N, u,, < s. Soit € > 0. s étant le plus petit élément de ’ensemble des
majorants de A et comme s —¢e < s, on en déduit que s — e n’est plus majorant de A. Et
donc, il existe ny dans N tel que u,, > s —e. Comme (u,), est croissante, on en déduit
que, pour tout n > ng, on a s — e < uUp, < u, < 5. En particulier, on a bien prouvé que,
pour tout € > 0, il existe un entier ng tel que, pour tout n > ng, on ait |u, — s| < e, ce
qui prouve que (u,), converge vers s. [

5.3.4. Proposition. Soit (u,), et (v,), deuz suites de réels telles que, pour tout n € N,
on ait u, < v,.

e Silimu, =/ et limv, =¥, alors { < /'.

e Silimu, = +oo alors limwv, = 4o00.

Preuve. Exercice 1.24.

* 5.3.5. Théoréme des suites adjacentes. Soient (u,), et (v,), deuxr suites de
nombres réels telles que la suite (uy,), soit croissante, la suite v, soit décroissante et
lim(u, — v,) = 0. Alors (uy,), et (v,), sont convergentes et convergent toutes les deux
vers la méme limite.

Preuve. Exercice 1.25.
5.4. Applications des suites a la topologie.

* 5.4.1. Théoreme. Soit (E,d) un espace métrique, A une partie de E et a € E. Alors,
a est dans A si et seulement si il existe une suite (uy,), d’éléments de A qui converge
vers a.

Preuve. Exercice 1.26.

* 5.4.2. Corollaire. A est fermée si et seulement, toute suite d’éléments de A qui
converge dans E converge dans A. En d’autres termes, pour montrer que A est fermée,
on prend une suite quelconque d’éléments de A qui converge vers £ € E ; il suffit alors
de montrer que, nécessairement, { € A.

* 5.4.3. Corollaire. A est dense dans E si et seulement, pour tout x € E, il existe une
suite d’éléments de A qui converge vers x.
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Exercices.

Exercices d’apprentissage.

Exercice 1.1. Vérifiez les points non démontrés dans la propriété 1.1.2.
Exercice 1.2. Vérifiez que la distance discrete de 'exemple 1.1.3. est bien une distance.

Exercice 1.3. Pour z,y dans R, on pose d(z,y) = |x — y|. Vérifiez que (R, d) est bien
un espace métrique.

Exercice 1.4. Montrez que si (E, || - ||) est un espace vectoriel normé alors la distance
associée est bien une distance.

Exercice 1.5. Montrez la Proposition 1.2.2. (remarquer que ||z < [|2]l, < n'/?||2||s0.)

Exercice 1.6. En étudiant la fonction Ry > x +— 2P /p — bz, donnez une autre preuve
du lemme 1.2.4.

Exercice 1.7. Montrez la proposition 1.3.2.

Exercice 1.8. Montrez la proposition 1.4.2.

Exercice 1.9. Montrez la proposition 2.3.2.

Exercice 1.10. Montrez la proposition 2.3.3.

Exercice 1.11. Montrez la proposition 3.2.4 in extenso.
Exercice 1.12. Montrez la proposition 3.2.6.

Exercice 1.13. Montrez la proposition 3.3.3. (remarquer que = € A° si et seulement si,
il existe € > 0 tel que B(x,¢) C A.

Exercice 1.14. Montrez la proposition 3.4.3.
Exercice 1.15. Montrez la proposition 3.5.2.
Exercice 1.16. Montrez la proposition 4.1.3.
Exercice 1.17. Montrez la proposition 4.2.2.
Exercice 1.18. Montrez la proposition 5.1.2
Exercice 1.19. Montrez la proposition 5.1.4.

Exercice 1.20. Montrez la proposition 5.1.5.
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Exercice 1.21. Montrez la proposition 5.2.2.
Exercice 1.22. Montrez la remarque 5.2.3.
Exercice 1.23. Montrez la théoreme 5.3.2.
Exercice 1.24. Montrez la proposition 5.3.4.

Exercice 1.25. Montrez le théoreme 5.3.5. On pourra remarquer que u, < v, et donc
que (u,) est une suite croissante majorée.

Exercice 1.26. Montrez la proposition 5.4.1.

Exercice 1.27. Montrez que Q et R\ Q sont denses dans R. En déduire que R est
séparable. Indication, si x € R, la suite [nx]/n est une suite de rationnels convergeant
vers = ([a] désignant la partie entiere de «).

Exercices d’approfondissement.

Exercice 1.28. Les égalités suivantes définissent-elles des distances 7
a. d(z,y) = |22 — y?| sur R.

b. d(z,y) = |23 — 9?| sur R.
c. d(z,y) = |zt —y~ | sur R*.
d. d(f,g) = sup,epay | f(z) — g(x)| sur B([a,b],K) 'ensemble des fonctions bornées de

[a, b] dans K.

e. ,9) = [, ’ |f(x ()| dx sur C([a,b],KK), ’ensemble des fonctions continues de
[a, b] dans K.

f. d(f,g) = f |f(x x)| dz sur I'espace des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b].

Exercice 1.29. Construction de distances. Soit f : R™ — R une fonction strictement
croissante, telle que f(0) = 0, et telle que f soit sous-additive, i.e. V(u,v) € RT x
R* flu+v) < f(u)+ f(v). Soit (E,d) un espace métrique.

1. Montrer que d’ = f(d) est une distance sur E.

2. Application : montrer que

d

h=1

d
, d2:log(1+d>, d3:10g<1+m>, d4:da(0<(l/<1>

sont des distances sur E.

Exercice 1.30. Soit F un ensemble et f : E — R une application. On pose
d(z,y) = [f(z) = f(y)l-

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur f pour que d soit une distance.

2. Onpose E=Ret f:R> 2z~ e’ €R. Montrer que d est une distance et trouver les
boules ouvertes.
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Exercice 1.31. Métrique bornée

1. Soit (E,d) un espace métrique. Montrer que d' = inf(1,d) fait de E un espace
métrique borné.

2. Soient F = R" et d = d, la distance. Déterminer dans (R",d’) les boules B(x,r) et
B'(z,r).

Exercice 1.32. On note C([a, b], K) ’ensemble des fonctions continues sur [a, b] & valeurs
dans K =R ou C. Pour f et g dans C([a,b],K) et p > 1, on définit

1

a0 = ([ 1@ - gtrar)

et
doo(f,9) = sup [f(z)— g(z)].

z€la,b]

(On admettra que toute fonction f continue sur [a, b] est bornée). Montrez que d, et d
sont des distances.

Exercice 1.33.

1. Montrer que sur R?, d, et dy définissent les mémes ouverts.

2. Soient A et B deux parties de R. Montrer que A x B est un ouvert de (R?, d) si et
seulement si A et B sont des ouverts de R pour la métrique usuelle.

Exercice 1.34. Soit (F,d) un espace métrique quelconque.

1. Une boule (différente de E) ouverte (resp. fermée) peut-elle étre fermée (resp.
ouverte) ?

2. Une boule peut-elle ne contenir qu’un point, que deux points,... 7

3. Existe-t’il des boules dont chacun des points soit le centre ?

4. Soit A = B(x,r). Montrer que le diametre §(A) < 2r. Peut-on avoir 6(A) < 2r ?

5. [a, b] peut-il étre une boule ouverte, une boule fermée 7

Exercice 1.35. Soit (F,| - ||) un espace normé.
1. Soit (E,|| - ||) un espace normé. Montrer que B(A,r) = B'(a,r). Montrer que
(B'(a,r))° = B(a,r).
2. Soit (E,d) un espace métrique. A-t’on les égalités précédentes 7

Exercice 1.36. Soient A et B deux parties non vides d’un espace métrique (F,d).
1. Montrez les propriétés suivantes :

(ANB)’=A°NB° ANBCANB A°UB°C(AUB) AUB=AUB

J(AUB)C0AUOB O0(ANB)C0AUIB

2. Montrer sur des exemples simples que les inclusions ci-dessus peuvent étre strictes.
3. Montrer que A est fermé si et seulement si 0A C A.

Exercice 1.37. Soit (A;)ic; une famille de parties d'un espace métrique (E, d).

1. Montrer que |J;c; Ai C U;e; Ai et Nier Ai Cies Ai
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2. En utilisant la dualité E\ A = E'\ (A°), quelles relations obtient-on 7
3. Montrer sur des exemples que les inclusions peuvent étre strictes.

Exercice 1.38. Distance a une partie. Soit (F,d) un espace métrique et A une partie
non vide de E. Pour x € E, on pose d(z, A) = inf,c4 d(z,y) = da(x) = distance de z a
A.
1. Soit x € E. Montrer que

r € A<= d(z,A)=0.

2. Pour € > 0, on pose :
V.(A)={x € FE : d(z,A) <e}.

Montrer que A = ﬂ V.(A).
e>0

3. Montrer que dy = dp < A = B.

Exercice 1.39. Connexité de R

1. Soit A C R non vide bornée. Montrer que sup A et inf A sont éléments de A, et que
A C [inf A, sup A].

2. Montrer que () et R sont les seules parties fermées et ouvertes de R. Pour cela, soit
A C R non vide ouverte et fermée. Soit a € A. S’il existe z € R\ A plus grand que a,
introduire inf ((R\ A4) N [a, +00).

Exercice 1.40. Soient (F,d) un espace métrique et B une partie non vide de de E.
1. Vérifier que E est séparé, c’est a dire que, pour tous points distincts x et y de E, il
existe U et V deux ouverts telsque z €e U,y e Vet UNV = 0.
2. Soient € F et B une partie de E telle que x € B. Peut-on trouver deux ouverts U
et VtelsquexeU, BCVetUNV =0.
3. On suppose que * ¢ B et on pose § = d(z,B). Montrer que U = B(x,g) et
V = UyepB(y, %) sont des ouverts séparant x et B, c’est-a-dire que x € U, B C V et
unv =40.
4. Soit A une partie de E telle que AN B =ANB = 0.
4.1. Peut-on avoir d(A, B) = inf,ecayep d(z,y) = 0 7 (considérer dans R les ensembles
A=Net B={p+; : peN, p>2})
4.2. Pour = € A, on pose d, = d(x, B), et pour y € B, 6, = d(y, A) et on désigne par U
et V les ouverts: p 5
@ y
U=|J B, ) V= U B, 2

reA yeB

Montrer que le couple (U, V) sépare (A, B), c’est a direque AC U, BC Vet UNV = .

Exercice 1.41. L’espace métrique s des suites. Soit KV le K—espace vectoriel des suites
quelconques de nombres réels ou complexes. Si x = (z,,), et y = (y,), on pose

o0

d = om1 Ll
({'C7 y) ; 2” 1 + |£CTL - yn‘
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Montrez que d est bien définie et que c’est une distance sur K. L’espace métrique (K, d)
est noté s.

Exercice 1.42. Pour p > 1, on note ¢’ ’ensemble des suites de nombres complexes
(un), telles que

+00
Z |u,|P converge.
n=0
Pour u = (u,), € ¢*, on note
+00 %
[l = (Z |Un|p> :
n=0

On note ¢ I’ensemble des suites bornées (c’est-a-dire telles qu’il existe M > 0 tel

que, quel que soit n € N, on ait |u,| < M). Pour u = (u,), € £*°, on note
[ulloc = sup |uy|.
neN

Enfin, on note ¢y ’ensemble des suites de complexes tendant vers 0 (c’est-a-dire telles
que, pour tout £ > 0, il existe ng € N tel que, quel que soit n > ng, on ait |u,| < ¢) et on
note cyy I’ensemble des suites nulles a partir d’un certain rang.

Montrez que, pour tout p > 1, || - ||, est une norme sur ¢’ et que || - || est une norme
sur £°°. Montrez que, pour tous p et g tels que 1 < p < g, on a

cop C O C 0P C U1 C ey C ™.

Exercice 1.43. Soit (u,), une suite a valeurs dans un espace métrique (F,d).

1. Montrez que, si u, est convergente, alors pour toute bijection ¢ : N — N, la suite
Uq(n) converge vers la méme limite.

2. Montrez que, si v, = ug, et w, = ug,+1 convergent vers la méme limite, alors (u,)
converge. Montrer que si (ug,), (u2,+1) et (us,) convergent, alors (u,) converge.

Exercice 1.44. Suites réelles et complexes. Soit (u,), une suite a valeurs complexes.
1. Montrer que lim(u,1 — u,) = [ # 0 implique que lim |u,,| = cc.

2. Lemme de Césaro. Montrer que si limu,, = ¢ € C, alors v, = % 22:1 Uj CONVerge vers
¢. Réciproquement, si (v,) converge vers /¢, est ce que (u,) converge vers £ ?

3. Montrez qu’une suite d’entiers convergente est stationnaire. Montrez que si une suite
de rationnels p,, /g, tend vers un irrationnel ¢ € R, alors lim |g, | = +oc.

4. Montrez que si u, est une suite réelle bornée, et si s = sup{u, : n € N} = sup A alors
s € A, ou bien il existe une suite extraite convergeant vers s.

5. Montrez que de toute suite réelle convergente on peut extraire une sous-suite
monotone.

Exercice 1.45. Soit p réel supérieur ou égal a 1. Montrer que ’espace P est séparable
(penser a Q).

Exercice 1.46. Montrer que I'espace £*° n’est pas séparable.

Exercice 1.47. Soient A et B deux parties de R. Montrez que A x B est un fermé de
R? si et seulement si A et B sont des fermés de R.
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Corrigé des exercices d’apprentissage.

Exercice 1.1. Montrons par récurrence sur n € N\ {0, 1} la propriété

—_

n—

P(TL) = “V(.’L‘l, oo 7:137L) S En? d(xly x’n,) S d(flh, {137j+1).//

1=1

P(2) est vraie.
Soit n > 2. Supposons P(n) vraie, et montrons que P(n + 1) est vraie.
Soit donc (x1,...,Zn, Tpy1) € B L’inégalité triangulaire nous donne

d(x1, 2ni1) < d(@1, ) + d(2n, Tpy).

L’hypothese de récurrence vraie au rang n nous donne

[y

d(zy,x,) < d(zi, xit1).
1

i

Et donc,

n

-1
l’l,l’n_t,.l Z xuxz+1 +d(xnaxn+1> Zd(xi,$i+1>,

1=1

ce qui montre que P(n+ 1) est vraie. On a bien prouvé par récurrence sur n € N\ {0, 1}
que P(n) est vraie

Montrons que si d est une distance sur F, alors Ad est une distance pour A > 0.

En effet, si z et y sont dans E, Ad(z,y) = 0 équivaut a d(z,y) = 0, soit encore a
T =y.

Si x et y sont dans E, \d(x,y) = \d(y, x)

Enfin, si z, y et z sont dans E, Ad(z, z) < A(d(x,y) + d(y, z)) = Ad(x,y) + \d(y, 2).

Donc Ad est bien une distance.

Exercice 1.2. Soient z, y et z trois éléments de F.

On a d(x,y) = 0 si et seulement si z = y.

d(z,y) = d(y, z).

Enfin, on vérife que d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). En effet, si d(z,z) = 0, I'inégalité
est évidente. Enfin, si d(x,z) = 1, I'inégalité sera vraie si et seulement si on n’a pas
d(z,y) =d(y,z) =0. Or, si on a d(x,y) = d(y,z) = 0, on obtient que z =y et y = z, ce
qui montre que z = z, et donc que d(x, z) = 0 et contredit 'hypothese d(z, z) = 1.

On a bien montré que la distance discrete est une distance sur E.

Exercice 1.3. Soient z,y, z dans R.

On a |z —y| = 0 si et seulement si x = y.

On a |z —y| = [y — z|.

Enfin, on a |z — z| < |z —y|+ |y — 2| si et seulement si, pour tous a et S dans R, on
ala+ Bl < laf +18.



48 Chapitre 1.

Pour vérifier cette inégalité, on remarque que —|a| < a < |a| et —|5] < 5 < |5, ce
qui prouve que —|a| —[§] < a+ 5 < |a|+|f], et donc que |a+ f] < |af +[5].

Exercice 1.4. Soient z,vy, 2z dans E.

On a d(z,y) = 0 si et seulement si ||z — y|| = 0, si et seulement si x —y = 0, si et
seulement si z = y.
Onad(z,y) =z -yl =l - (-2l ==y -2zl =y -zl = d(y, z).

Enfin, d(z,2) = ||z —2[| = [(z —y) + (y = 2)|| < [|lz — vyl + |y — 2[| = d(z,y) +d(y, 2).
Donc d est une distance sur E.

Exercice 1.5. Soit z ¢ K" et p > 1. On a
n
22, < awl” < nllz2,.
k=1

et donc ||z]|o < ||2]|, < n'/P||2| 0. Comme n'/? = exp(Inn/p) —, 10 exp0 =1, on

obtient que
Tim o], = 12l

Exercice 1.6. Soient p > 1 et g tel que 1/p+1/¢=1. Soit f: R, >z +> 2P/p—bx. f
est continue, dérivable sur Ry et f'(z) = 2P~' — b. En particulier, si 8 = b"/®~D_ ' est
strictement négative sur [0, B[, nulle en § et strictement positive sur |3, +oo[. f est donc
minimale en 8. En particulier, on a f(a) > f(8). Comme f(B) = bP/®V(1/p—1) =
—b?/q, on a a?/p — ba > —b?/q, soit encore ab < af /p + b?/q.

Exercice 1.7. Montrons que A est bornée si et seulement si, pour tout a € F, il existe
r >0 tel que A C B(a,r).

Tout d’abord, il est clair que si, pour tout a € F, il existe r > 0 tel que A C B(a,r),
alors A est bornée.

Réciproquement, soit A une partie bornée. Par définition, il existe x € E et r > 0
tel que A C B(z, 7).

Soit a € E. Montrons que, si ' = r + d(a,z), alors A C B(a,r’). En effet, si
y€ A, onay € B(x,r) et donc d(y,z) < r. En particulier, d(a,y) < d(a,x) + d(z,y) <
d(a,xz) +r =1"et donc y € B(a,r’). On a bien prouvé que A C B(a,r’) et donc A est
bornée si et seulement si, pour tout a € E, il existe r > 0 tel que A C B(a,r).

Montrons que A est bornée si et seulement si §(A) < 4o0.

Tout d’abord si 6(A) < +oc et sia € A, alors A C B(a,0(A)+1). En effet, si x € A,
alors d(a,x) < §(A) < 0(A) 4+ 1. Et donc A est bornée.

Réciproquement, si A est bornée, alors il existe a € FE et r > 0 tel que A C B(a,r).
En particulier, 6(A4) < §(B(a,r)) < 2r. En effet, si x,y sont dans A, on a d(z,y) <
d(x,a) +d(a,y) < 2r, et donc sup(, ,es2 d(x,y) < 2r. Et donc §(A4) < 400,

Exercice 1.8. Montrons que d(A, B) = inf,cqdp(x). Par définition, d(A,B) =
infyca yepd(x,y). Mais il n’y a aucune raison de conclure directement que d(A, B)
infxeA dB(33>

Tout d’abord, on remarque que, si z € A et y € B, alors d(x,y) > d(A, B). Et donc
infyep d(z,b) > d(A, B), soit encore dg(x) > d(A, B), puis inf,ca dp(x) > d(A, B).
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Ensuite, on remarque que dp(x) < d(x,y) puis que inf,c4 dp(a) < d(z,y). On ob-
tient ensuite que inf,cq dp(a) < inf,ca, yep d(z,y) = d(A, B), soit encore inf,c4 dp(z) <
d(A, B).

En particulier, inf,c4 dg(z) = d(A, B).

[’autre égalité se démontre de maniere totalement analogue.

Exercice 1.9. Soit V. € V(a). il existe ¢ > 0 tel que B(a,e) C V, et donc
a € B(a,e) C V.

Soit V un voisinage de a. Soit V' € P(FE) tel que V. C V'. Comme V est un voisinage
de a, il existe € > 0 tel que B(a,e) C V. On a alors B(a,e) C V C V', ce qui montre
que V' est un voisinage de a.

Soient V' et V' deux voisinages de a. Il existe € et &' strictement positifs tels
que B(a,e) C V et B(a,¢’) C V'. En particulier, si &’ = min(e,&’), on a &’ > 0 et
B(a,e") c VNV’ ce qui montre que V NV’ est un voisinage de a.

Enfin, soit V un voisinage de a. 1l existe ¢ > 0 tel que B(a,e) C V. Posons
U = B(a,e/2). Sibe U, alors B(b,e/2) C B(a,e) C V (en effet, si x € B(b,e/2), alors
d(xz,b) < e/2 et donc d(z,a) < d(x,b) +d(a,b) <e/2+¢c/2=¢) et donc V € V(b).

Exercice 1.10. Si U est ouvert, alors pour tout = € U, il existe € > 0 tel que B(z,¢) C U,
ce qui montre que U est voisinage de x.

Réciproquement, si U est un voisinage de x, quel que soit « dans U, alors, pour tout
x € U, il existe ¢ > 0 tel que B(z,¢) C U, et ceci montre que U est un ouvert.

Exercice 1.11. Montrons que

E\ (ﬂ F) = JE\ F).

i€l i€l

Pour cela, on écrit que

er\(ﬂFL) S ad(\F e Jdicl,agF, & Jicl,zcE\F, & zc|J(E\F).

i€l i€l i€l

En particulier, d’apres la proposition 3.2.2, (),c; F; est fermé si et seulement si E \
(Nics F) est ouvert. Comme E \ (N;c; Fi) = Ui, (E \ F) et que, pour tout i € I,
E \ F; est ouvert d’apres 3.2.2 et qu'une réunion d’ouverts est un ouvert, on en déduit
que E\ (N;c; Fi) est ouvert, et donc que (;c; F; est fermé.

il

L’autre point est analogue. Tout d’abord, on montre, en utilisant 1’identité

E\(ﬂm) ~UE\ F).

el el
que

E\(UE) =&\ F).

el el
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Tout d’abord, on pose F! = E \ F; et on applique la premiére identité aux F! :

E\ (ﬂF) = JE\F).

i€l i€l

On obtient que

UEN R =R = B\ (mF) |

i€l i€l iel

soit encore, en passant au complémentaire, que

E\ (UF) = (ﬂF’) =B\ F).

i€l i€l i€l

En raisonnant comme précédemment, | Ji_; F; est fermé si et seulement si E \ (|J_; F})
est ouvert. Comme F \ (U, Fi) = N (E \ F}) et que, pour tout i € I, E\ F; est
ouvert d’apres 3.2.2 et qu'une intersection finie d’ouverts est un ouvert, on en déduit que
E\ (U, Fi) est ouvert, et donc que |J;_, F; est fermé.

Exercice 1.12. Supposons que, pour x € B, tout voisinage V de x intersecte A. En
particulier, pour tout € > 0, B(x,e) N A # (), ce qui montre que = € A, donc A est dense
dans B.

Réciproquement, si A est dense dans B, alors, pour tout € > 0 et pour tout x € B,
B(x,e) N A # (). En particulier, si z € B et si V est un voisinage de x, alors il existe
e >0 tel que B(z,e) C V, et donc VN A # (.

On a bien prouvé que A est dense dans B si et seulement si, pour tout € B, pour
tout voisinage V' de x, V intersecte A.

Montrons que, si A est dense dans B et B dense dans C, alors A est dense dans C.
Soit € C, et € > 0. Comme B est dense dans C, on en déduit que B(z,e) N B # (. Soit
y € B(x,e) N B. Posons ¢ =¢ —d(x,y) > 0. On a B(y,&') C B(z,e). Comme y € B et
que A est dense dans B, on a B(y,¢') N A # (). Enfin, on a B(y,e’) N A C B(x,e) N A,
et donc B(xz,e) N A # (), ce qui montre que A est dense dans C'.

Si tout ouvert de E rencontre A, alors pour tout z € FE et pour tout € > 0,
B(z,e) N A # 0, ce qui montre que tout x de E est dans A, et donc que A est partout
dense.

Réciproquement, supposons A partout dense. Soit U un ouvert non vide de F. Soit
x € Uete>0tel que B(x,e) C U. Comme A est partout dense, on a x € A, donc
B(xz,e)N A # (. En particulier, comme B(z,e)NA C UNA, on en déduit que UN A # 0.

Exercice 1.13. Montrons d’abord que z € A° si et seulement si il existe € > 0 tel que
B(z,e) Cc A. Tout d’abord, s’il existe € > 0 tel que B(z,e) C A, alors B(x,¢) est un
ouvert contenu dans A, donc B(z,e) C A°, ce qui montre que = € A°.

Réciproquement, supposons que = € A°. Comme A° est un ouvert, on en déduit
qu’il existe ¢ > 0 tel que B(z,¢) C A° C A.

Montrons maintenant que £\ A°=FE\A. Onazx € E\ A° & ¢ A° & Ve >
0, B(r,e)# A & Ve >0, B(z,e)N(E\A) #0 &z eFE\A.
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Exercice 1.14. Montrons que, si 9A = A\ A° alors Ext A, Int A et OA forment
une partition de E. En effet, on aura alors Int A N 0A = (), Ext A N 9A = () car
Ext A = E\ Aet car 94 C A et enfin A°N Ext A = () car A° C A. Enfin, on a
E=E\A)UA=(E\A)U(A\A)UA>=Ext AUIAU A°.

Vérifions donc que 0A :_Z \ A°. Or, par définition, 04 = ANE\A. Or
E\NA=FE\A° etdoncOA=ANE\ A°= A\ A°.

Exercice 1.15. Montrons que x est un point d’accumulation de A si et seulement si
tout voisinage V de x contient une infinité de points de A. Tout d’abord, si V' est un
voisinage de x qui contient une infinité de points de A, alors V' contient au moins un
point de A différent de x. En particulier, tout voisinage V de x contient un point de A
différent de z, donc x est un point d’accumulation.

Ensuite, soit x un point de F et V un voisinage de x contenant un nombre fini de
points z1,...,7, dans A. Posons € = inficqy ., 2,2, d(2,7;). Comme les x; sont en
nombre fini, on a € > 0. Enfin, V N B(x,¢/2) est un voisinage de x ne contenant aucun
point de A différent de x, ce qui entraine que x n’est pas un point d’accumulation de A.

On a bien montré que x est un point d’accumulation de A si et seulement si tout
voisinage V' de z contient une infinité de points de A.

Si z est un point isolé de A, alors il existe un voisinage V' de = tel que VN A = {z},
et donc = € A.

Montrons que x est un point d’accumulation de A si et seulement si x € A\ {x}.
Montrons que, si x € A\ {z}, alors = est un point d’accumulation de A. Soit V un
voisinage de x. En particulier, il existe a € A, différent de x tel que a € V, et donc x est
un point d’accumulation de A.

Réciproquement, si x est un point d’accumulation de A et si ¢ > 0, B(x,¢) est un
voisinage de x donc contient un point y de A différent de X. En particulier, x € A\ {z}.
On a bien prouvé que z est un point d’accumulation de A si et seulement si z € A\ {z}.

Il reste & vérifier que A est la réunion disjointe de I’ensemble des points isolés de A et
de ’ensemble des points d’accumulation de A. Le fait que ces ensembles soient disjoints
est clair.

Soit & € A qui ne soit pas un point isolé. Montrons que z est un point d’accumulation
de A. Soit V un voisinage de x. Comme z n’est pas isolé, on en déduit que VN A # {z}.
Comme VNA # () car x € A, on en déduit que V N A contient un point différent de
x, et donc = est un point d’accumulation de A. On a bien montré que A est la réunion

disjointe de ’ensemble des points isolés de A et de I’ensemble des points d’accumulation
de A.

Enfin, montrons que dans un espace muni de la topologie discrete, {z} est ouvert.
On remarque qu’on a en fait {z} = B(z, 1/2).

Exercice 1.16. Soit V' un voisinage de x dans E. Posons V = V'NF. Il existe £ > 0 tel
que Bg(z,e) C V'. En particulier, comme Bp(x,e) = Bg(x,e) N F, on a Bp(xz,e) CV
et V est un voisinage de x dans F.

Réciproquement, si V' est un voisinage de = dans F', il existe € > 0 tel que Bp(x, &) C
V. Posons V! = VU Bg(x,e). V' est un voisinage de = dans E car V' contient Bg(z,¢).
De plus V'NF = (VUBg(z,e))NF=(VNF)U(Bg(z,e)NF) =V UBp(z,e) = V.
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Si A est une partie de F' ouverte dans E, alors A = AN F avec A’ = A qui est
ouverte dans I/, donc A est ouverte dans F'.

Montrons que F est ouvert dans E si et seulement si, pour toute partie A ouverte
dans F', A est ouverte dans E. Si F' est ouverte dans F, et si A est une partie ouverte
de F', montrons que A est ouverte dans E. D’apres ce qui précede, si A est ouverte dans
F, alors il existe une partie A’ ouverte de F telle que A = A’ N F. Comme A’ et F sont
ouvertes dans F et qu'une intersection finie d’ouverts est un ouvert, on en déduit que A
est un ouvert de F.

Réciproquement, si pour toute partie A de F ouverte dans F', A est ouverte dans
E, alors en faisant A = F', on obtient que F' est ouverte dans F.

Exercice 1.17. Vérification aisée via l'inégalité de Minkowski. Soit p > 1. Si
r = (xlw"?xn) € H:LzlEu Yy = (y17"'7y7L) € H:LzlEL et z = <Z17"'7ZTL) S H:LzlEu

alors Dy(z,y) = 0 si et seulement si pour tout ¢ € {1,...,n}, di(z;,y;) = 0, soit si et
seulement si pour tout i € {1,...,n}, x; = y;, soit si et seulement si z = y.

L’égalité D,(z,y) = D,(y,x) est claire.

Enfin,

n 1/p n 1/p
Dy(z,2) = (Z di(«?ﬁi,zi)p) < <Z(di($i,yi) + di(yi,zi>)p)
i=1 i=1 ) » )
< (Zdi(%v%)p) + (Zdi(yiazi)p>

grace a l'inégalité de Minkowski. Il reste a vérifier que D, est une distance. Les
deux premiers points sont clairs. Montrons le troisieme. Si ¢ € {1,...,n}, on a
di(wi, zi) < di(i,yi) + di(yi, ;). Et donc

1/p

Vie{l,...,n}, di(x;, 2z;) < max di(x;,y) + max d;(y;, 2)
ie{l,...,n} ie{l,...,;n}

ce qui entraine que

max d;(z;,%) < max dij(x;,y;) + max }di(yiazi)~

ie{l,...,n} ie{l,....,n ie{l,....,n

Exercice 1.18. Supposons que la suite (u,), converge vers £. Montrons que, pour tout
e > 0,’ensemble {n € N, d(u,, ) > €} est fini. Pour cela, on remarque qu’il existe ny € N
tel que, pour tout n > ng on ait d(u,, £) < e et donc {n € N, d(u,,¥) >e} C {0,1,...,n0}
est un ensemble fini.

Réciproquement, supposons que, pour tout £ > 0, 'ensemble {n € N, d(u,,l) > ¢}
est fini. Soit € > 0. Posons nyg = max{n € N, d(u,,¢) > €} +1. Sin > ng, on a
n ¢ {n €N, d(u,, ) > e} donc d(u,,¢) < e. On a bien montré que, pour tout € > 0, il
existe ng tel que pour tout n > ng, on ait d(u,,¥¢) < € et donc (u,) converge vers ¢.

Exercice 1.19. Soit (u,) une suite stationnaire, c’est a dire qu’il existe ng tel que, pour
tout n > ng, on ait w, = u,,. Posons ¢ = u,,. Soit € > 0. Pour tout n > ng, on a
d(up, €) = d(up, u,,) =0 < e. Donc (u,) converge vers /.
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Exercice 1.20. Supposons que (u,) converge vers £ et ¢’ avec { # . Posons e = 1d((, ().
Comme (u,,) converge vers £, il existe ng tel que, pour tout n > ng, on ait d(u,, ) < e.
Comme (u,,) converge vers ¢, il existe n; tel que, pour tout n > nq, on ait d(u,, ') < e.
En particulier, si n > max(ng,n1), ona d(£,¢') < d(l,u,)+d(up, 0') < e+e =2e < d(¢, 1)
ce qui est impossible. Et donc, £ = /¢'.

Exercice 1.21. On va montrer que si ¢ est une application strictement croissante de N
dans N, alors, pour tout n € N, ¢(n) > n. Soit

P(0) est vraie. Supposons P(n) vraie. Comme ¢ est strictement croissante, on a
en+1) > p(n), donc p(n +1) > p(n)+1 > n+1 et donc P(n + 1) est vraie.
On a bien prouvé par récurrence sur n € N que, pour tout n € N, p(n) > n.

Montrons maintenant, que si (u,) est une suite convergente vers £ et si ¢ : N — N
est strictement croissante, alors (u<p(n)) est convergente vers /.

Soit € > 0. Soit ng tel que, pour tout n > ng, on ait d(u,, ) < . En particulier, si
n > ng, comme @(n) > n > ng, on a d(uy(,), £) < € et donc (uy(,)) converge vers .

Exercice 1.22. En effet, w, = vy(,). Notons p = Y(n). On a w, = v,. Par définition,
Up = Ug(p) €t done wn = vp = Up() = Up(y(n) = Upop(n)-

Exercice 1.23. Supposons ¢ < 0. Posons ¢ = —¢/2 > 0. Soit ng tel que, pour tout
n > ng, on ait d(u,, ) < e. En particulier, sin >ng,onal —ec <wu, <l+ec=10/2<0,
ce qui est absurde. Donc ¢ > 0.

Exercice 1.24. On applique le théoreme de passage a la limite a la suite v, — u,.
Cette suite converge vers £ — ¢'. En effet, si e > 0, il existe ng tel que, pour tout n > ny,
l—¢e/2 < u, < l+e/2 et il existe n; tel que, pour tout n > ny, —0'—¢/2 < —v,, < —0'4¢/2.
Et donc, pour tout n > max(ng,n1), £ — ¢ —e < u, —v, < € — ¥ + ¢, ce qui implique
que d(u, —v,, L — 1) <e.

En particulier, comme pour tout n, on a v, — u, > 0, on obtient ¢’ — ¢ > 0, soit
</,

Si limu, = +oo et u, < v,, montrons que v, tend vers +oo. Soit A € R. Il existe
ng € N tel que, pour tout n > ngy, u,, > A. En particulier, pour tout n > ng, v, > u, > A,
et donc v,, — +00.

Exercice 1.25. La suite (w,,) définie par w, = u, — v, est croissante et tend vers 0.
Donc, pour tout n, w, < 0 (en effet, s’il existe N tel que wy > 0, alors, pour tout n > N,
wy, > wy > 0 et donc la limite 0 de (w,) vérifie 0 > wy > 0, ce qui est absurde). En
particulier, pour tout n € N, on a u, < v, < vy car (v,) est décroissante. La suite (u,)
est donc croissante majorée donc converge vers £. De méme, la suite (v,,) est décroissante
minorée donc converge vers ¢'. Enfin, (u, —v,) converge vers £ — ¢’ =0 donc ¢ = (.

Exercice 1.26. Supposons que a soit dans A et montrons qu’il existe (u,) une suite
d’éléments de A qui converge vers a. Soit n € N*. La boule de centre a et de rayon
1/n rencontre A. Soit u, € AN B(a,1/n). La suite (u,) ainsi construite est une suite
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d’éléments de A. De plus, I'inégalité d(u,,a) < 1/n valable quel que soit n € N* montre
que (u,) tend vers a.

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (u,) d’éléments de A qui converge
vers a. Montrons que a € A. Soit € > 0. Il existe un rang ny tel que, pour tout n > ny,
on ait d(u,,a) < e. Et donc u,, € B(a,¢e) ce qui montre que B(a,c) N A est non vide.
On a bien montré que a € A.

Exercice 1.27. Montrons que QQ est dense dans R. Il suffit de montrer que, quel que soit
x € R, il existe une suite (z,,) d’éléments de QQ qui converge vers z. On prend z,, = [nzx]/n
ou [nz] désigne la partie entiere de nz. Comme [nz] < nz < [nz] 4+ 1, on obtient que

[nx] [nx] 1
n n n
soit encore
1 [nx]
r——< —<uz
n n

et donc d(x,,z) < 1/n, ce qui prouve le résultat.

Montrons que R\ Q est dense dans R. Soit x € R. Posons y = = — V2. Comme
Q est dense dans R, il existe une suite (y,) d’éléments de Q qui converge vers y. En
particulier, la suite (x,) définie par =, = y, + V2 est une suite d’éléments de R \ Q qui
converge vers x. (rappelons que si « est rationnel et [ irrationnel, la somme « + 3 est
irrationnelle).

Comme Q est dénombrable et dense dans R, on en déduit que R est séparable.

Indications pour les exercices d’approfondissement.

Exercice 1.28.
non

oui

oui

oui

oui

non

-0 0 T

Exercice 1.30.
1. 1l faut et il suffit que f soit injective.

Exercice 1.31. I suffit de montrer que f(z) = inf(1,x) est sous-additive, c’est-a-dire
que, pour tous x,y > 0,

inf(1,z +y) <inf(1,z) +inf(1,y)

Etudier la fonction = — inf(1,z) + inf(1,y) — inf(1,z 4+ y) (Distinguer les cas y < 1,
y=>1).

Exercice 1.32. Pour l'inégalité triangulaire, refaire la preuve de Minkowski pour les
séries.
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Exercice 1.38. Pour la question 3, montrez que d4 = d.

Exercice 1.42. Pour montrer que /¥ C {9, remarquer que si (u,) € ¢, alors |u,| tend
vers 0, et donc pour n assez grand |u,|? < |u,|P.

Exercice 1.43. Utilisez le fait que (u,,) tend vers ¢ si et seulement si, pour tout € > 0,
I'ensemble {n € N, d(u,,¥) < €} est fini. Pour la deuxiéme question, utilisez le fait que
si une suite converge, toute suite extraite de cette suite converge vers la méme limite.

Exercice 1.44.

1. Traiter d’abord le cas ou (u,,) est réelle et £ = 1. Se ramener ensuite & ce cas dans
le cas général.

2. Se ramener au cas ou £ = 0.

3. Si |gu| ne tend pas vers oo, on peut en extraire une suite (g,(,)) bornée. La suite
(pyp(n)) sera elle aussi bornée, donc {py(n)/qpm), m € N} est un ensemble fini et £ est
dans 'adhérence de cet ensemble. En particulier, ¢ est dans cet ensemble ce qui est
absurde.

Exercice 1.46. Trouver un sous-ensemble discret non dénombrable (par exemple
{0, 1}Y). Si £ était séparable, il existerait (z,) une suite d’éléments de /> dense dans
E. Les boules de centre = et de rayon 1/2 pour x € {0, 1} sont disjointes et contiennent
au moins un xy. Absurde.

Exercice 1.47. Raisonner avec les suites.



